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Введение

Актуальность темы исследования

В последнее время наблюдается заметный рост внимания исследователей к

дробному исчислению. Это обусловлено многочисленными эффективными

приложениями дробного интегро-дифференцирования, возникающими при

описании широкого класса физических и химических процессов [29, 51, 100,

136], а также при математическом моделировании экономических и социально-

биологических явлений [82, 134, 137]. Получаемые при этом математические

модели представляют собой дифференциальные уравнения с различными

дробными производными. Поэтому развитие аналитического аппарата тео-

рии уравнений с дробными производными является актуальной и важной

задачей. В монографиях [28, 29, 31, 39, 100, 105, 125] исследуются и система-

тизируются различные свойства уравнений с дробными производными и их

решений, методы решений, классы начальных и краевых задач.

Уравнения с несколькими дробными производными вызывают большой

интерес у исследователей [94,103, 109]. При этом у уравнений с несколькими

производными Римана — Лиувилля выявлены необычные свойства даже в

скалярном случае [29,33,98,105].

Все это свидетельствует об актуальности темы исследования данной

диссертационной работы.

Степень разработанности темы исследования

История использования интегро-дифференциальных операторов дробного по-

рядка в математическом анализе начинается, по-видимому, в XVII веке. Пер-

вые упоминания о производных дробного порядка связаны с именами Я. Бер-

нулли, Лейбница, Лопиталя, в XVIII веке — с именами Лагранжа и Эйлера. В

XIX и начале XX века появляются публикации на данную тему таких знаме-

нитых исследователей, как Лаплас, Фурье, Абель, Лиувилль, Риман, Грюн-

вальд, Летников, Хэвисайд, Зигмунд, Курант и др. Во второй половине XX
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века интерес к дробному исчислению возрос, появились научно-технические

конференции, посвященные вопросам дробного исчисления, начали появлять-

ся специализированные журналы.

На сегоднящний день существуют десятки целых классов определений

дробной производной. Отметим посвященные изучению дробных производ-

ных работы K. B. Oldham, J. Spanier [114], С. Г. Самко, А. А. Килбаса,

О. И. Маричева [39], А. А. Килбаса, H. M. Srivastava, J. J. Trujillo [105],

I. Podlubny [125], А. М. Нахушева [27–29], А. В. Псху [31–35], K. Diethelm [83],

M. Kostić [106,107], С. М. Ситника, Э. Л. Шишкиной [41,131,132] и др.

Уравнения, не разрешенные относительно старшей производной по вы-

деленной переменной, как правило, по времени, изучались в работах А. Пу-

анкаре [126], C. W. Oseen [116], J. Leray [108], E. Hopf [102], О. А. Лады-

женской [24] в связи с исследованием системы уравнений Навье — Стокса,

описывающей динамику вязкой несжимаемой жидкости. Работы С. Л. Со-

болева [42–45] середины XX века, посвященные динамике идеальной рав-

номерно вращающейся жидкости, привлекли повышенное внимание иссле-

дователей к не разрешенным относительно старшей производной по време-

ни уравнениям, которые теперь часто называют уравнениями соболевского

типа [13, 25]. В последние десятилетия отметим в этом направлении рабо-

ты R. E. Showalter [133], Н. А. Сидорова, Б. В. Логинова, М. В. Фалалее-

ва [46,47,54,130], Г. В. Демиденко, С. В. Успенского, И. И. Матвеевой [3,12,13],

Ю. Е. Бояринцева, В. Ф. Чистякова, М. В. Булатова, А. А. Щегловой [4–6,74],

А. И. Кожанова [19–21], С. Г. Пяткова, И. Е. Егорова, С. В. Попова и их

учеников [14, 37, 129], А. Г. Свешникова, М. О. Корпусова, А. Б. Альшина,

Ю. Д. Плетнера [22, 23, 25] и их учеников (см. [75, 76] и др.), И. А. Шиш-

марева, Е. И. Кайкиной, П. И. Наумкина [17, 18]. Методами теории полу-

групп операторов вырожденные эволюционные уравнения (когда оператор

при старшей производной по времени не обратим) в банаховых и локально вы-

пуклых пространствах исследуются в работах различных авторов: A. Favini,

A. Yagi [84–86], Г. А. Свиридюка [40], И. В. Мельниковой [113], М. В. Фа-
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лалеева [53, 54], В. Е. Федорова и его учеников [55, 57–59, 69]. Полученные

абстрактные результаты используются при изучении начально-краевых за-

дач для уравнений и систем уравнений в частных производных.

В последние десятилетия теория полугрупп операторов получила свое

обобщение на случай уравнений дробного порядка [65, 79, 97]. При этом раз-

решающие семейства операторов уже не обладают полугрупповым свойством

[71, 72]. Отметим в этом направлении работы А. В. Глушака и его соавторов

(см. [7–10] и др.), теорию разрешающих семейств интегральных эволюцион-

ных уравнений Вольтерра, развитую в монографии J. Prüss [128]. Отдельные

результаты об эволюционных уравнениях дробного порядка, не разрешенных

относительно старшей дробной производной, получены в работах [65,80,110],

однако, в этих работах используется условие непрерывной обратимости опе-

ратора при старшей дробной производной. Вопросы однозначной разрешимо-

сти существенно вырожденных эволюционных уравнений дробного порядка

в банаховых пространствах исследуются в работах В. Е. Федорова и его уче-

ников [65,71,72,79,87,90,92,97]. Также отметим работы М. В. Плехановой и ее

учеников [2,118–122,124], в которых вырожденные уравнения с дробной про-

изводной Герасимова — Капуто в банаховых пространствах исследуются при

условии относительной ограниченности пары операторов в уравнении, а так-

же работы М. Костича [106, 107], в которых методами теории разрешающих

операторов исследуются интегро-дифференциальные эволюционные уравне-

ния, включая вырожденные [107].

Постановка начальной задачи для линейного уравнения с нескольки-

ми производными Римана — Лиувилля неочевидна (см. [105, § 5.2], [33, § 1]),

в одномерном случае такое уравнение исследовалось многими авторами. В

работах [29,98,117] показана однозначная разрешимость задачи типа Коши

Dα−m+k
t z(0) = zk, k = 0, 1, . . . ,m− 1,

для уравнения

Dαz(t) =
n∑
l=1

BlD
αlz(t) (0.0.1)
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где m − 1 < α 6 m ∈ N, 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α, при условии

αn < α 6 1. В монографии [105] предложены m решений уравнения, кото-

рые при αn < α − m + 1 являются линейно независимыми (теорема 5.3 на

с. 291) и ставится вопрос об их линейной независимости при αn > α−m+ 1

(замечание 5.3 на с. 295). В работе [33] показано, что задача типа Коши

для исходного уравнения однозначно разрешима при произвольных zk ∈ R,

k = 0, 1, . . . ,m−1, тогда и только тогда, когда αn < α−m+1. Этот результат

получен как следствие теоремы об однозначной разрешимости специальной

начальной задачи [33]. В [111] исследована некоторая начальная задача для

уравнения с многочленом от оператора производной Римана — Лиувилля,

в [101] — начальная задача для уравнения с производной Хилфера, более

общей, чем производная Римана — Лиувилля. Отметим также работы о раз-

решимости краевой задачи для системы уравнений с производными Рима-

на — Лиувилля по разным переменным [26], специальных начальных задач

для некоторых классов уравнений в банаховых пространствах с композицией

производных Римана — Лиувилля [7].

Вопросы однозначной разрешимости задачи типа Коши для линейных

и квазилинейных уравнений в банаховых пространствах, разрешенных от-

носительно производной Римана — Лиувилля или вырожденных, изучались

в [1,61,70,88,89,95] при условиях на оператор при искомой функции (в вырож-

денном случае — на пару операторов, при старшей производной и искомой

функции), необходимых и достаточных для существования аналитического

разрешающего семейства операторов уравнения. В работах [81, 90, 91] изуча-

лись начальные задачи для линейных уравнений с несколькими дробными

производными Герасимова — Капуто в случае ограниченности всех опера-

торов при этих производных, либо в случае существования аналитического

разрешающего семейства операторов уравнения. Квазилинейные уравнения с

несколькими дробными производными Герасимова — Капуто исследовались

в работах [73,118,123].

Задачи для дифференциальных уравнений с неизвестными коэффици-
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ентами и условиями переопределения, называемые обратными или обратны-

ми коэффиентными задачами, играют важную роль во многих прикладных

исследованиях, когда характер процесса известен (задан вид уравнения его

динамики), некоторые его параметры недоступны для прямого измерения

(неизвестные коэффициенты), но могут быть определены с помощью допол-

нительных измерений доступных параметров (задание условий переопределе-

ния) [127]. Среди обратных задач для уравнений первого порядка в банаховых

пространствах помимо работ А. И. Прилепко отметим работы И. В. Тихонова,

Ю. С. Эйдельмана [48], М. В. Фалалеева [52], М. Аль-Хорани, А. Фавини [78],

С. Г. Пяткова [36]. В последние годы активно исследуются различные обрат-

ные задачи для уравнений с дробными производными [8,66–68,92,95,96,115].

Цели и задачи

Целью диссертационной работы является исследование вопросов однозначной

разрешимости начальных и краевых задач для линейных и квазилинейных

уравнений с несколькими дробными производными Римана — Лиувилля.

При проведении диссертационного исследования стояла задача нахож-

дения корректной постановки задачи типа Коши для исследуемого класса

уравнений, разрешенных относительно старшей производной Римана — Ли-

увилля. Исследовались вопросы однозначной разрешимости задачи типа Ко-

ши для линейных однородных, неоднородных и квазилинейных уравнений,

разрешенных относительно производной Римана — Лиувилля, в случае огра-

ниченных линейных операторов при производных и неограниченных линей-

ных замкнутых операторов, порождающих аналитическое в секторе семей-

ство разрешающих операторов. Эти результаты использованы при постановке

и исследовании начальных задач для вырожденных эволюционных уравне-

ний с несколькими дробными производными Римана — Лиувилля, а также

для некоторых обратных задач для таких уравнений. Абстрактные результа-

ты нашли свои приложения при изучении начально-краевых задач для урав-

нений и систем уравнений в частных производных.
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Научная новизна

Результатом исследования задачи типа Коши для линейного уравнения с

несколькими дробными производными Римана — Лиувилля стало введение

в рассмотрение понятия дефекта задачи типа Коши — такой целочисленной

неотрицательной величины m∗ 6 m − 1, что для существования конечных

пределов

lim
t→0+

Dα−m+k
t z(t) = zk, k = 0, 1, . . . ,m− 1,

а значит, и для существования решения задачи типа Коши, необходимо вы-

полнение равенств zk = 0, k = 0, 1, . . . ,m∗− 1. Получаемая в итоге неполная

задача типа Коши стала ответом на вопрос, возникший (явно или нет) в ра-

ботах [29,33,98,105,117] о возможности корректной постановки задачи Коши

для уравнения (0.0.1) при αn > α−m+ 1.

При изучении линейного уравнения с неограниченными операторами

при дробных производных в данной работе вводится в рассмотрение класс

An,rα (θ0, a0), θ0 ∈ (π/2, π), a0 > 0, наборов линейных замкнутых плотно опре-

деленных операторов, показано, что принадлежность ему необходима и до-

статочна для существования единственного классического решения неполной

задачи типа Коши для линейного однородного уравнения, которое аналити-

чески продолжимо в сектор {t ∈ C : | arg t| < θ0−π/2. t 6= 0}. Предложенный

класс An,rα (θ0, a0) обобщает класс операторов Aα(θ0, a0) (см. [38, 79]), в кото-

рый он переходит, если все операторы нулевые, кроме оператора при иско-

мой функции. Однозначная разрешимость задачи типа Коши для линейных

и нелинейных уравнений с производной Римана — Лиувилля и оператором

из Aα(θ0, a0) в правой части исследовались в работах [1,61,88,89,95].

Что касается квазилинейных уравнений, в настоящей работе с помо-

щью понятия дефекта задачи типа Коши, которое в данном случае вводится

с учетом наличия младших дробных производных в нелинейном операторе,

удалось исследовать уравнения без дополнительных ограничений на порядки

младших дробных производных, от которых зависит нелинейный оператор.
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Полученные результаты о начальных задачах для уравнений в бана-

ховых пространствах использованы для исследования однозначной разреши-

мости начально-краевых задач для уравнений с многочленами от самосопря-

женного эллиптического дифференциального оператора высокого порядка по

пространственным переменным и с несколькими производными Римана —

Лиувилля по времени. Рассмотрены как невырожденный случай, когда мно-

гочлен при старшей производной по времени не имеет корней на спектре эл-

липтического оператора, так и вырожденный, когда корни на спектре у этого

многочлена имеются.

Кроме того, путем редукции к уравнениям с несколькими дробными

производными в банаховых пространствах удалось исследовать некоторые

системы уравнений, описывающие динамику и термоконвекцию в вязкоупру-

гих средах.

Все результаты работы являются новыми.

Теоретическая и практическая значимость работы

В диссертационной работе получены результаты, которые с одной стороны

являются обобщением соответствующих результатов в теории дифференци-

альных уравнений дробного порядка на случай уравнений с несколькими

дробными производными, а с другой стороны — обобщают различные факты

теории полугрупп операторов на случай дробных дифференциальных урав-

нений. Тем самым они вносят вклад в развитие теории уравнений с дробными

производными и теории полугрупп операторов.

Математические модели, основанные на дробном дифференциальном

исчислении, описывают широкий класс процессов и явлений. Поэтому ре-

зультаты работы (условия однозначной разрешимости, вид решений линей-

ных уравнений, методы доказательства существования нелинейных уравне-

ний) могут быть использованы при исследовании конкретных прикладных

задач, в частности, для корректной постановки возникающих при их решении

начально-краевых задач, для разработки методов численного решения и др.
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Методология и методы исследования

Исследование в диссертационной работе разбито на три части. Сначала изу-

чаются уравнения с ограниченными операторными коэффициентами при про-

изводных Римана — Лиувилля в линейной части: линейные однородные и

неоднородные уравнения, квазилинейные уравнения. Затем исследуются урав-

нения с неограниченными операторами в линейной части, предложено усло-

вие на набор этих операторов, необходимое и достаточное для существова-

ния аналитического разрешающего семейства операторов этого уравнения. В

заключительной части рассматриваются вырожденные эволюционные урав-

нения. В предположении относительной спектральной ограниченности пары

операторов при старшей и при второй по старшинству производной исходное

уравнение редуцировано к системе двух уравнений на взаимно дополнитель-

ных подпространствах, для которых рассмотрены соответствующие неполные

задачи типа Коши. Существенно различаются случаи, когда дробная часть

порядка второй производной равна, либо отличается от дробной части поряд-

ка старшей производной.

Линейные уравнения исследуются с использованием методов преобра-

зования Лапласа и методов теории полугрупп операторов, адаптированных к

теории разрешающих семейств операторов уравнений дробного порядка. Ло-

кальная однозначная разрешимость квазилинейных уравнений доказывается

с помощью теоремы Банаха о неподвижной точке сжимающего отображения

в полном метрическом пространстве. Для этого неполная задача типа Коши

для исходного уравнения сводится к интегро-дифференциальному уравнению

меньшего порядка и для применения теоремы Банаха выбирается специаль-

ное функциональное пространство, полнота и другие свойства которого ис-

следуются предварительно.
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Положения, выносимые на защиту

1. Исследована однозначная разрешимость неполной задачи типа Коши

для линейных однородных и неоднородных уравнений в банаховых про-

странствах с несколькими производными Римана — Лиувилля, разре-

шенных относительно старшей производной, в случае ограниченных опе-

раторов при дробных производных, а также в случае набора неограни-

ченных операторов, порождающего аналитическое в секторе разрешаю-

щее семейство операторов.

2. Получены условия локального существования единственного решения

неполной задачи типа Коши для разрешенных относительно старшей

производной Римана — Лиувилля квазилинейных уравнений в банахо-

вых пространствах, линейная часть которых содержит ограниченные

операторы при дробных производных, либо набор неограниченных опе-

раторов, порождающий аналитическое в секторе разрешающее семей-

ство операторов.

3. Исследованы вопросы однозначной разрешимости некоторых начальных

задач для вырожденных линейных уравнений в банаховых простран-

ствах с несколькими дробными производными Римана — Лиувилля и с

ограниченными операторами при них. При этом предполагается выпол-

нение условия относительной спектральной ограниченности пары опера-

торов при двух старших производных.

4. Исследованы вопросы разрешимости и корректности обратных задач с

интегральным условием переопределения для уравнений с нескольки-

ми производными Римана — Лиувилля в банаховых пространствах. Рас-

смотрены как разрешенные относительно старшей производной уравне-

ния, так и вырожденные.

5. Полученные абстрактные результаты использованы для исследования

однозначной разрешимости ряда начально-краевых задач для уравнений
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и систем уравнений в частных производных с дробными производными

Римана — Лиувилля по времени.

Степень достоверности и апробация результатов

Достоверность полученных результатов обоснована строгостью применя-

емых математических методов исследования, корректностью использования

математического аппарата.

Результаты диссертации докладывались и обсуждались на заседаниях

научного семинара кафедры математического анализа Челябинского госу-

дарственного университета (руководитель проф. В. Е. Федоров), на межго-

родском научно-исследовательском семинаре «Неклассические задачи мате-

матической физики» (руководители проф. А. И. Кожанов, проф. И. Е. Его-

ров, проф. С. В. Попов, проф. C. Г. Пятков, проф. А. П. Солдатов, проф.

В. Е. Федоров); на конференциях: Международная научная конференция

«Комплексный анализ, математическая физика и нелинейные уравнения»,

Уфа, 2021, 2022; Международная научная конференция «Нелокальные крае-

вые задачи и родственные проблемы математической биологии, информатики

и физики», Нальчик, 2021; O. A. Ladyzhenskaya centennial conference on PDE’s.

St. Petersburg, 2022; Международная конференция по дифференциальным

уравнениям и динамическим системам, Суздаль, 2022; The 9th International

Conference on Differential and Functional Differential Equations, Moscow, 2022.

Основные результаты диссертации опубликованы в 13 работах [138–

150], из которых 7 статей [138–144] опубликованы в журналах, входящих в

перечень рецензируемых научных изданий ВАК, базы данных Web of Science

и Scopus. Во всех работах, выполненных в соавторстве с научным руководи-

телем, последнему принадлежит постановка задачи и общее руководство. Из

работ, выполненных в соавторстве с W.-S. Du [140] и B. T. Kien [142, 143], в

диссертацию вошли только результаты, принадлежащие лично автору дис-

сертации.
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О содержании работы

Диссертационная работа посвящена исследованию вопросов однозначной раз-

решимости начальных задач для уравнений с дробной производной Римана —

Лиувилля

Dαz(t) =
m−1∑
j=−r

AjD
α−m+jz(t) +

n∑
l=1

BlD
αlz(t)+

+F (t,Dα−m−%z(t), Dα−m−%+1z(t), . . . , Dα−1z(t), Dγ1z(t), Dγ2z(t), . . . , Dγqz(t))

(1)

при t ∈ (0, T ), где n, % ∈ N, m − 1 < α 6 m ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn < α,

ml − 1 < αl 6 ml ∈ Z, αl − ml 6= α − m, l = 1, 2, . . . , n, γ1 < γ2 < · · · <
γn < α, ni − 1 < γi 6 ni ∈ Z, γi − ni 6= α −m, i = 1, 2, . . . , q, операторы Aj,

j = 1, 2, . . . ,m− 1, Bl, l = 1, 2, . . . , n, Cs, s = 1, 2, . . . , r, линейные. Вводится

понятие дефекта m∗ для неполной задачи типа Коши

Dα−m+k
t z(0) = zk, k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1. (2)

Первая глава посвящена задаче (1) для линейного уравнения (2) с огра-

ниченными операторами в банаховом пространстве Z . Исследуется однознач-

ная разрешимость линейной однородной задачи и линейной неоднородной,

при F = f(t), при условии f ∈ C((0, T );Z) ∩ L1(0, T ;Z). Затем рассмат-

ривается квазилинейное уравнение с нелинейным оператором F ∈ C(Z;Z),

где Z — открытое множество в R × Zm, зависящим от младших дробных

производных произвольного порядка. Также получен критерий корректно-

сти обратной задачи для уравнения в банаховом пространстве, разрешенного

относительно старшей производной Римана — Лиувилля, с ограниченными

операторами при производных.

Полученные результаты использованы при постановке и исследовании

однозначной разрешимости начально-краевых задач для уравнений с много-

членами от самосопряженного эллиптического оператора по пространствен-

ным переменным и с несколькими производными Римана — Лиувилля по

времени. Кроме того, изучена разрешимость начально-краевых задач для
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некоторых систем уравнений, моделирующих динамику и термоконвекцию

в вязкоупругих средах.

Вторая глава посвящена начальной задаче (1), (2) с линейными и за-

мкнутыми операторами Aj, j = 1, 2, . . . ,m − 1, Bl, l = 1, 2, . . . , n, Cs, s =

1, 2, . . . , r, имеющими области определения в банаховом пространстве Z , пе-
ресечение D которых плотно в Z . Введено определение класса наборов опе-

раторов An,rα (θ0, a0), показано, что условие

(A1, A2, . . . , Am−1, B1, B2, . . . , Bn, C1, C2, . . . , Cr) ∈ An,rα (θ0, a0)

необходимо и достаточно для существования аналитического в секторе разре-

шающего семейства линейного однородного уравнения (1). Исследованы свой-

ства таких семейств операторов. Решение задачи (2) для линейного неодно-

родного уравнения (1) при f ∈ C((0, T );D)∩L1(0, T ;D) или f ∈ Cγ([0, T ];Z)

представлено в явном виде в терминах разрешающих семейств операторов.

Получены условия локальной однозначной разрешимости неполной задачи

типа Коши (2) для квазилинейного уравнения (1).

Во второй главе, в отличие от первой, абстрактные результаты данной

главы позволили рассмотреть уравнения с многочленами от самосопряжен-

ного эллиптического оператора по пространственным переменным, в которых

степени многочленов при младших дробных производных по времени могут

превосходить степень многочлена при старшей производной по времени. То

же касается систем уравнений динамики и термоконвекции в вязкоупругих

средах.

Третья глава посвящена исследованию разрешимости вырожденного

уравнения

Dα
t Lx(t) =

m−1∑
j=1

MjD
α−m+j
t x(t) +

n∑
l=1

NlD
αl
t x(t) +

r∑
s=1

SsJ
βs
t x(t) + g(t) (3)

при t ∈ (0, T ), где линейные и ограниченные операторы L,Mj, j = 1, 2, . . . ,m−
1, Bl, l = 1, 2, . . . , n, Cs, s = 1, 2, . . . , r, действуют из банахова пространства

X в банахово пространство Y , g ∈ C((0, T );Y) ∩ L1(0, T ;Y). Предполагает-

ся, что kerL 6= {0}, поэтому уравнение (3) называется вырожденным. При
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использовании обозначения j0 ∈ {0, 1, . . . ,m − 1} для индекса, такого, что

Aj0 6= 0, Aj = 0 при j = j0 + 1, j0 + 2, . . . ,m− 1, рассмотрены два возможных

случая: α−m+ j0 > αn и α−m+ j0 < αn, т. е. случаи, когда вторая по стар-

шинству дробная производная имеет такую же дробную часть, что и старшая,

или отличную от неё. В обоих случаях уравнение (3) редуцируется к систе-

ме двух уравнений на взаимно дополнительных пространствах при условии

(L, 0)-ограниченности оператора Mm−1 (или Nn, в зависимости от того, ка-

кая производная является второй по старшинству) и выполнении некоторых

дополнительных условий на операторы. В случае α −m + j0 > αn значения

дефектов обоих уравнений в системе совпадают, а при α −m + j0 > αn зна-

чения дефектов различны, в таком случае для системы начальные условия

выглядят более сложным образом.

Также в третьей главе исследована обратная коэффициентная задача

для уравнения с вырожденным оператором L при старшей производной. Она

редуцирована к системе двух обратных задач на подпространствах для урав-

нений, разрешенных относительно старшей производной, при условии, что

оператор при второй по старшинству производной (L, 0)-ограничен. Получен

критерий корректности обратной задачи.

Абстрактные результаты о вырожденных эволюционных уравнениях

использованы при исследовании однозначной разрешимости начально-краевых

задач для уравнений с многочленами от самосопряженного эллиптического

оператора по пространственным переменным в случае, когда многочлен при

старшей производной Римана — Лиувилля имеет нули на спектре самосопря-

женного оператора. Рассмотрены как прямые, так и обратные задачи.
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1 Уравнения с ограниченными операторами

Данная глава посвящена исследованию однозначной разрешимости в клас-

сическом смысле начальных задач для уравнений с несколькими дробными

производными Римана — Лиувилля вида

Dα
t z(t) =

m−1∑
j=1

AjD
α−m+j
t z(t) +

n∑
l=1

BlD
αl
t z(t) +

r∑
s=1

CsJ
βs
t z(t)+

+F (t,Dα−m−%
t z(t), . . . , Dα−1

t z(t), Dγ1
t z(t), Dγ2

t z(t), . . . , D
γq
t z(t)).

1.1 Предварительные сведения

В этом параграфе определим используемые в данной работе пространства

функций со значениями в банаховых пространствах и некоторые их свойства.

Обозначим gδ(t) := tδ−1/Γ(δ) при δ > 0, t > 0, где Γ(δ) — гамма-

функция. Множество таких функций обладает полугрупповым свойством от-

носительно операции свертки:

gβ ∗ gδ :=

t∫
0

gβ(t− s)gδ(s)ds = gβ+δ.

Пусть Z — банахово пространство. Дробный интеграл Римана — Ли-

увилля порядка α > 0 для функции f : R+ → Z определяется как

Jαt f(t) := (gα ∗ f)(t) :=

t∫
0

(t− s)α−1

Γ(α)
f(s)ds, t > 0.

Определим J0
t f(t) := f(t). Операторы дробного интегрирования подчиняют-

ся полугрупповому свойству относительно композиции:

Jαt J
β
t = Jα+β

t , α, β > 0.

Дробная производная Римана — Лиувилля порядка α > 0, где m− 1 <

α 6 m ∈ N, для функции f : R+ → Z имеет вид

Dα
t f(t) := Dm

t (gm−α ∗ f)(t) = Dm
t J

m−α
t f(t),
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где Dm
t = dm

dtm — обычная производная целого порядка. Как и в случае диф-

ференцирования и интегрирования целого порядка, Dα
t является обращением

Jαt слева, но не справа:

Dα
t J

α
t f = f, Jαt D

α
t f(t) = f(t)−

m−1∑
k=0

Dα−m+k
t f(0)gα−m+k+1(t).

Под производной Римана — Лиувилля отрицательного порядка −α < 0 здесь

(первое слагаемое в сумме в правой части последнего равенства) и далее по-

нимается дробный интеграл Римана — Лиувилля порядка α > 0 и наоборот:

D−αt f := Jαt f, J−αt f := Dα
t f, α > 0.

Это согласуется со свойствами этих операторов.

Для α, β, t > 0 имеем Jαt gβ = gα+β, Dα
t gβ = gβ−α, β > α. Отметим

также, что Dα
t 1 = g1−α, α ∈ (0, 1).

Через L[f ] обозначим преобразование Лапласа функции f : R+ → Z, а
через L−1[F ] — обратное преобразование Лапласа функции F : Ω→ Z, Ω ⊃
{µ ∈ C : Reµ > ω} при некотором ω ∈ R. Используя свойства преобразований

Лапласа и равенство L[gα](λ) = λ−α, получим

L[Jαt h](λ) = λ−αL[h](λ),

L[Dα
t ]f(λ) = λαL[f ](λ)−

m−1∑
k=0

Dα−m+k
t f(0)λm−1−k. (1.1.1)

1.2 Дефект задачи типа Коши

В данном разделе вводится в рассмотрение оказавшееся ключевым во всей

работе понятие дефекта задачи типа Коши для уравнений с несколькими

дробными производными Римана — Лиувилля и обосновывается необходи-

мость его использования.

Пусть m− 1 < α 6 m ∈ N, 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α, ml − 1 < αl 6

ml ∈ N, αl −ml 6= α−m, l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 > · · · > βr > 0. Рассмотрим
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дифференциальное уравнение дробного порядка

Dα
t z(t) =

m−1∑
j=1

AjD
α−m+j
t z(t)+

n∑
l=1

BlD
αl
t z(t)+

r∑
s=1

CsJ
βs
t z(t), t ∈ R+, (1.2.1)

которое содержит некоторые операторы в банаховом пространстве Z : Aj, j =

1, 2, . . . ,m− 1, Bl, l = 1, 2, . . . , n, Cs, s = 1, 2, . . . , r. Под решением уравнения

(1.2.1) будем понимать такую функцию z : R+ → Z, что Jm−αt z ∈ Cm(R+;Z),

Jml−αl
t z ∈ Cml(R+;Z), l = 1, 2, . . . , n, Jβst z ∈ C(R+;Z), s = 1, 2, . . . , r, и

выполняется равенство (1.2.1) при t ∈ R+.

Предполагается исследовать это уравнение с помощью преобразования

Лапласа, для этого с учетом формулы (1.1.1) для решения уравнения должны

быть известны значения

Dα−m+k
t z(0) = zk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (1.2.2)

Dγ
t z(0) = yγ, γ ∈ Λ,

где zk, yγ ∈ Z, k = 0, 1, . . . ,m−1, γ ∈ Λ. Здесь через Λ обозначено множество

{α1−1, α1−2, . . . , α1−m1, α2−1, α2−2, . . . , αn−mn}, из которого выброшены

повторяющиеся числа (они присутствуют, если среди αl, l = 1, 2, . . . , n, есть

числа с одинаковой дробной частью). Выполнение начальных условий пони-

мается в предельном смысле в норме пространства Z . Установим, в каком

случае указанные начальные условия совместны.

Лемма 1.2.1. Пусть T > 0, Jm−αt z ∈ C([0, T ];Z) ∩ C1((0, T ];Z),

z0 = lim
t→0+

Jm−αt z(t) 6= 0.

Тогда при t→ 0+

z(t) ∼ tα−mz0

Γ(α−m+ 1)
.

Доказательство. Обозначим Jm−αt z(t) = y(t). Тогда

z(t) = Dm−α
t y(t) = D1

tJ
α−m+1
t y(t) = D1

t

t∫
0

(t− s)α−my(s)

Γ(α−m+ 1)
ds =
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= D1
t

t∫
0

sα−my(t− s)
Γ(α−m+ 1)

ds =
tα−mz0

Γ(α−m+ 1)
+

t∫
0

(t− s)α−my′(s)
Γ(α−m+ 1)

ds.

При этом
t∫

0

(t− s)α−my′(s)
Γ(α−m+ 1)

ds =
tα−m

Γ(α−m+ 1)

1∫
0

(1− τ)α−m
d

dτ
y(tτ)dτ =

=
tα−m

Γ(α−m+ 1)

 1/2∫
0

(1− τ)α−m
d

dτ
y(tτ)dτ +

1∫
1/2

(1− τ)α−m
d

dτ
y(tτ)dτ

 ,

1/2∫
0

(1− τ)α−m
d

dτ
y(tτ)dτ =

1/2∫
0

(1− τ)α−mdy(tτ) =

= 2m−αy(t/2)− z0 + (α−m)

1/2∫
0

(1− τ)α−m−1y(tτ)dτ =

= 2m−α(y(t/2)− z0) + (α−m)

1/2∫
0

(1− τ)α−m−1(y(tτ)− z0)dτ → 0

при t→ 0+.

По теореме о среднем и по определению производной имеем при неко-

тором ξ ∈ [t/2, t]∥∥∥∥∥∥∥
1∫

1/2

(1− τ)α−m
d

dτ
y(tτ)dτ

∥∥∥∥∥∥∥
Z

6 t

1∫
1/2

(1− τ)α−m‖y′(tτ)‖Zdτ =

=
2m−α−1t

α−m+ 1
‖y′(ξ)‖Z =

2m−α−1t

α−m+ 1

(∥∥∥∥y(ξ + t)− y(ξ)

t

∥∥∥∥
Z

+ o(1)

)
6

6
2m−α−1

α−m+ 1
(‖y(ξ + t)− y(ξ)‖Z + to(1))→ 0

при t→ 0+. Тем самым утверждение доказано.

Лемма 1.2.2. Пусть T > 0, при некотором k ∈ N Dα−m+k
t z ∈ C([0, T ];Z)∩

C1((0, T ];Z), zk = lim
t→0+

Dα−m+k
t z(t) 6= 0. Тогда при t→ 0+

z(t) ∼ tα−m+pzp
Γ(α−m+ p+ 1)
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для некоторых p ∈ {0, 1, . . . , k}, zp ∈ Z \ {0}.

Доказательство. Используя обозначение из предыдущего доказательства,

получим Dα−m+k
t z = Dk

t J
m−α
t z = Dk

t y ∈ C([0, T ];Z) ∩ C1((0, T ];Z), поэто-

му по формуле Тейлора при t→ 0+

y(t) = z0 +
t

1!
z1 + · · ·+ tk−1

(k − 1)!
zk−1 +

tk

k!
zk + o(tk)

при некоторых z0, z1, . . . , zk−1 ∈ Z. Обозначим

x(t) := y(t)− z0 −
t

1!
z1 − · · · −

tk−1

(k − 1)!
zk−1 −

tk

k!
zk = o(tk) = tkζ(t),

где lim
t→0+

ζ(t) = 0. Тогда x(0) = 0 и, рассуждая, как при доказательстве лем-

мы 1.2.1, получим

Dm−α
t x(t) =

t∫
0

(t− s)α−mx′(s)
Γ(α−m+ 1)

ds =

=
tα−m+1

Γ(α−m+ 1)

 1/2∫
0

(1− τ)α−mx′(tτ)dτ +

1∫
1/2

(1− τ)α−mx′(tτ)dτ

 ,

t

1/2∫
0

(1− τ)α−mx′(tτ)dτ =

1/2∫
0

(1− τ)α−mdx(tτ) =

= 2m−αx(t/2) + (α−m)

1/2∫
0

(1− τ)α−m−1x(tτ)dτ =

= 2m−α−ko(tk) + (α−m)tk
1/2∫
0

(1− τ)α−m−1τ kζ(tτ)dτ,

∥∥∥∥∥∥∥
1/2∫
0

(1− τ)α−m−1τ kζ(tτ)dτ

∥∥∥∥∥∥∥
Z

6
2−k−1

k + 1
max
s∈[0,t/2]

‖ζ(s)‖Z → 0

при t→ 0+. При этом для некоторого ξ ∈ [t/2, t] по теореме о среднем∥∥∥∥∥∥∥
1∫

1/2

(1− τ)α−m
d

dτ
x(tτ)dτ

∥∥∥∥∥∥∥
Z

6 t

1∫
1/2

(1− τ)α−m‖x′(tτ)‖Zdτ =
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=
2m−α−1t

α−m+ 1
‖x′(ξ)‖Z = o(tk+1)

при t→ 0+.

Таким образом, Dm−α
t x(t) = o(tα−m+k),

z(t) = Dm−α
t y(t) =

tα−mz0

Γ(α−m+ 1)
+ · · ·+ tα−m+kzk

Γ(α−m+ k + 1)
+ o(tα−m+k).

Осталось выбрать p := min{l ∈ {0, 1, . . . , k} : zl 6= 0}. Понятно, что p = k,

если z0 = z1 = · · · = zk−1 = 0.

Следствие 1.2.1. Если α > αl, αl−ml > α−m для какого-то l ∈ {1, 2, . . . , n}
и при некотором k ∈ {0, 1, . . . ,ml − 1} lim

t→0+
Dαl−ml+k
t z(t) 6= 0, то z не удо-

влетворяет условиям (1.2.2).

Доказательство. В силу леммы 1.2.2 для некоторых p ∈ {0, 1, . . . , k},
xp ∈ Z \ {0}

z(t) ∼ tαl−ml+pxp
Γ(αl −ml + p+ 1)

(1.2.3)

при t → 0+. Так как αl − ml > α − m и α > αl, то m > ml. Тогда имеем

p 6 k 6 ml − 1 6 m− 2, p+ 1 6 m− 1, следовательно,

Dα−m+p+1
t z(t) ∼ tαl−ml−α+m−1xp

Γ(αl −ml − α +m)
→∞

при t→ 0+, так как αl −ml − α +m− 1 < 0.

Следствие 1.2.2. Если α > αl, αl−ml < α−m для какого-то l ∈ {1, 2, . . . , n}
и при некотором k ∈ {0, 1, . . . ,ml − 1} lim

t→0+
Dαl−ml+k
t z(t) 6= 0, то z не удо-

влетворяет условиям (1.2.2).

Доказательство. При некоторых p ∈ {0, 1, . . . , k}, xp ∈ Z \ {0} и в силу

(1.2.3)

Dα−m+p
t z(t) ∼ tαl−ml−α+mxp

Γ(αl −ml − α +m+ 1)
→∞

при t→ 0+, так как αl −ml − α +m < 0.

Пусть m− 1 < α 6 m ∈ N, 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α, ml − 1 < αl 6

ml ∈ N, αl −ml 6= α−m, l = 1, 2, . . . , n, введем обозначения

α := max{αl : l ∈ {1, 2, . . . , n}, αl −ml < α−m}, m = dαe,
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α := max{αl : l ∈ {1, 2, . . . , n}, αl −ml > α−m}, m = dαe.

Если пусто множество {αl : l ∈ {1, 2, . . . , n}, αl −ml < α −m} или {αl : l ∈
{1, 2, . . . , n}, αl−ml > α−m}, то считаем m = 0 или m = 0 соответственно.

Заметим, что для целых αl имеем αl = ml, поэтому они всегда попада-

ют во вторую группу при условии, что α — не целое, иначе вообще вторая

группа пуста; в первой группе — только дробные числа. Поэтому по постро-

ению всегда α < m, m < m (иначе найдется αl, большее α). Если какое-то из

множеств, указанных при определении чисел α, α, пусто, считаем по опреде-

лению соответствующую величину m или m равной нулю.

Следствие 1.2.3. Если α > 1 и zk 6= 0 при каком-либо k ∈ {0, 1, . . . ,m− 2},
то не существует решения задачи (1.2.1), (1.2.2).

Доказательство. Для k ∈ {0, 1, . . . ,m−2}, p ∈ {0, 1, . . . , k} имеем α−m+p 6

α −m + k 6 α −m + m − 2 6 m − 2 < α − 1. Для решения задачи (1.2.1),

(1.2.2) в силу леммы 1.2.2 при некотором xp ∈ X \ {0}

Dα−1
t z(t) ∼ Ctα−m+p−α+1xp →∞

при t→ 0+.

Следствие 1.2.4. Если α > 0 и zk 6= 0 при каком-либо k ∈ {0, 1, . . . ,m− 1},
то не существует решения задачи (1.2.1), (1.2.2).

Доказательство. При k ∈ {0, 1, . . . ,m−1}, p ∈ {0, 1, . . . , k} имеем α−m+p 6

α−m+ k 6 α−m+m− 1 < α− 1, так как по построению α−m > α−m.

Поэтому в силу леммы 1.2.2 для решения задачи (1.2.1), (1.2.2) имеем

Dα−1
t z(t) ∼ Ctα−m+p−α+1xp →∞

при t→ 0+.

Обозначим m∗ := max{m − 1,m}. Нетрудно увидеть, что минимально

возможное значение этой величины есть 0, а максимально возможное —m∗ =

m − 1, когда m = m или m = m − 1 (ситуация m = m невозможна, так как

α > αl, l = 1, 2, . . . , n).
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В силу следствий 1.2.1–1.2.4 для функции, удовлетворяющей всем усло-

виям (1.2.2), с необходимостью выполняются условия

Dα−m+k
t z(0) = 0, k = 0, 1, . . . ,m∗ − 1, Dγ

t z(0) = 0, γ ∈ Λ.

Поэтому для уравнения (1.2.1) имеет смысл рассматривать только, вообще

говоря, неполную задачу типа Коши

Dα−m+k
t z(0) = zk, k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1. (1.2.4)

Поскольку m∗ 6 m− 1, (1.2.4) содержит не менее одного условия.

Параметр m∗, определяемый набором чисел α, α1, α2, . . . , αn, назовем

дефектом задачи типа Коши (1.2.2) для уравнения (1.2.1), поскольку он

характеризует отклонение количества начальных условий в задаче от макси-

мального их количества m.

1.3 Неполная задача типа Коши для однородного уравнения

Пустьm−1 < α 6 m ∈ N, 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α,ml−1 < αl 6 ml ∈ N,

αl − ml 6= α − m, l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 > · · · > βr > 0. Рассмотрим

дифференциальное уравнение дробного порядка

Dα
t z(t) =

m−1∑
j=1

AjD
α−m+j
t z(t)+

n∑
l=1

BlD
αl
t z(t)+

r∑
s=1

CsJ
βs
t z(t), t ∈ R+, (1.3.5)

где Aj ∈ L(Z), j = 1, 2, . . . ,m − 1, Bl ∈ L(Z), l = 1, 2, . . . , n, Cs ∈ L(Z),

s = 1, 2, . . . , r. Под решением уравнения (1.3.5) будем понимать такую функ-

цию z : R+ → Z , что Jm−αt z ∈ Cm(R+;Z), Jml−αl
t z ∈ Cml(R+;Z), l =

1, 2, . . . , n, Jβst z ∈ C(R+;Z), s = 1, 2, . . . , r, и выполняется равенство (1.3.5)

при t ∈ R+.

Пусть m∗ — дефект задачи типа Коши. Рассмотрим неполную задачу

типа Коши

Dα−m+k
t z(0) = zk, k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1, (1.3.6)
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для уравнения (1.3.5). Решением задачи (1.3.5), (1.3.6) называется решение

z : R+ → Z уравнения (1.3.5), для которого Jm−αt z ∈ Cm−1(R+;Z) и условия

(1.3.6) выполнены.

Замечание 1.3.1. В силу рассуждений из предыдущего раздела, рассмат-

ривая неполную задачу типа Коши (1.3.6), мы подразумеваем, что условия

Dα−m+k
t z(0) = 0, k = 0, 1, . . . ,m∗−1, выполняются по умолчанию, поскольку

они необходимы для разрешимости задачи.

Теорема 1.3.1. Пусть m − 1 < α 6 m ∈ N, 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α,

ml−1 < αl 6 ml ∈ N, αl−ml 6= α−m, l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 > · · · > βr > 0,

Aj ∈ L(Z), j = 1, 2, . . . ,m − 1, Bl ∈ L(Z), l = 1, 2, . . . , n, Cs ∈ L(Z),

s = 1, 2, . . . , r, zk ∈ Z, k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m − 1. Тогда существует един-

ственное решение задачи (1.3.5), (1.3.6), при этом оно имеет вид

z(t) =
m−1∑
p=m∗

Zp(t)zp,

где

Zp(t) :=
1

2πi

∫
Γ

Rλ ·

(
λm−1−pI −

m−1∑
j=p+1

λj−1−pAj

)
eλtdλ,

Rλ :=

(
λαI −

m−1∑
j=1

λj+α−mAj −
n∑
l=1

λαlBl −
r∑
s=1

λ−βsCs

)−1

,

контур Γ = Γ+ ∪ Γ− ∪ Γ0, Γ0 = {λ ∈ C : |λ| = r0, arg λ ∈ (−π, π)}, Γ+ = {λ ∈
C : arg λ = π, λ ∈ [−r0,−∞)}, Γ− = {λ ∈ C : arg λ = −π, λ ∈ (−∞,−r0]},
r0 > 0 — достаточно большое число.

Доказательство. Покажем экспоненциальную ограниченность оператор-функ-

ций Zp, p = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1. Пусть N = m− 1 + n+ r,

rA = max
{(

2N‖Aj‖L(Z)

) 1
m−j , j = 1, 2, . . . ,m− 1

}
,

rB = max
{(

2N‖Bl‖L(Z)

) 1
α−αl , l = 1, 2, . . . , n

}
,

rC := max
{(

2N‖Cs‖L(Z)

) 1
α+βs , s = 1, 2, . . . , r

}
, r0 = max{rA, rB, rC},
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тогда при |λ| > r0 имеем, разложив обратный оператор в ряд Неймана,

‖Rλ‖L(Z) = |λ|−α
∥∥∥∥∥
∞∑
ρ=0

(
m−1∑
j=1

λj−mAj +
n∑
l=1

λαl−αBl +
r∑
s=1

λ−βs−αCs

)ρ∥∥∥∥∥
L(Z)

6

6 2|λ|−α.

Рассмотрим интеграл, задающий Zp, на части контура Γ+, возьмём λ =

reiπ и получим для нормы этого интеграла при p = 0 (если m∗ = 0) оценку

сверху

2

+∞∫
r0

(
rm−1−α +

m−1∑
j=1

rj−1−α‖Aj‖L(Z)

)
e−rtdr 6

6 c1

+∞∫
tr0

τm−1−αe−τ

tm−α
dτ 6

c1Γ(m− α)

tm−α

и при p = 1, 2, . . . ,m− 1, p > m∗,

2

+∞∫
r0

(
rm−1−p−α +

m−1∑
j=p+1

rj−1−p−α‖Aj‖L(Z)

)
e−rtdr 6 c2r

m−p−α
0 e−r0t.

На контуре Γ− имеем аналогичные неравенства. Осталось получить анало-

гичную оценку для нормы интеграла на части контура Γ0:

2

(
rm−1−p−α

0 +
m−1∑
j=p+1

rj−1−p−α
0 ‖Aj‖L(Z)

) π∫
−π

etr0 cosφdφ 6 c3e
r0t

π∫
−π

dφ = 2πc3e
r0t.

В итоге

‖Z0(t)‖L(Z) 6
Ker0t

tm−α
, ‖Zp(t)‖L(Z) 6 Ker0t, p = 1, 2, . . . ,m− 1, (1.3.7)

и к функциям Zp, p = m∗,m∗+1, . . . ,m−1 можно применять преобразование

Лапласа, так как справедливо неравенство m− α < 1.

При Reλ > r0, где r0 взято из определения контура Γ, имеем

L[Zp](µ) =
1

2πi

∫
Γ

Rλ

µ− λ

(
λm−1−pI −

m−1∑
j=p+1

λj−1−pAj

)
dλ =
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= Rµ

(
µm−1−pI −

m−1∑
j=p+1

µj−1−pAj

)
,

так как при всех p = 0, 1, . . . ,m− 1∥∥∥∥∥ Rλ

µ− λ

(
λm−1−pI −

m−1∑
j=p+1

λj−1−pAj

)∥∥∥∥∥
L(Z)

6
c4

|λ|α−m+2
,

α−m+ 2 > 1.

Из полученного следует, что при p = 0, 1, . . . ,m− 1, p > m∗

L
[
Jm−αt Zp

]
(µ) = Rµ

(
µα−1−pI −

m−1∑
j=p+1

µα−m+j−1−pAj

)
,

Jm−αt Zp(t) =
1

2πi

∫
Γ

Rλ

(
λαI −

m−1∑
j=p+1

λα+j−mAj

)
eλtdλ

λp+1
=

1

2πi

∫
Γ

eλtdλ

λp+1
I+

+
1

2πi

∫
Γ

Rλ

(
p∑
j=1

λα+j−mAj +
n∑
l=1

λαlBl +
r∑
s=1

λ−βsCs

)
eλtdλ

λp+1
,

поэтому по теореме о вычетах Jm−αt Z0(0) := lim
t→0+

Jm−αt Z0(t) = I, Jm−αt Zp(0) :=

lim
t→0+

Jm−αt Zp(t) = 0 при p = 1, 2, . . . ,m − 1. Здесь используются неравенства

p+ 1 +m− p = m+ 1 > 1, p+ 1 +α−αl > 1 +α−αl > 1, p+ 1 + βs +α > 1.

Далее, пусть m∗ = 0, т. е. m 6 1, m = 0. Это означает, что αl −ml <

α−m и αl < 1 для всех l = 1, 2, . . . , n. Тогда при α > 1 имеем α− αl > 1 и

L
[
Dα−m+1
t Z0

]
(µ) = Rµ

(
µαI −

m−1∑
j=1

µα+j−mAj

)
− I =

= Rµ

(
n∑
l=1

µαlBl +
r∑
s=1

µ−βsCs

)
,

Dα−m+1
t Z0(t) =

1

2πi

∫
Γ

Rλ

(
n∑
l=1

λαlBl +
r∑
s=1

λ−βsCs

)
eλtdλ,

поэтому Dα−m+1
t Z0(0) = 0. Продолжая этот процесс, на (m− 1)-м шаге полу-

чим

Dα−1
t Z0(t) =

1

2πi

∫
Γ

Rλ

(
n∑
l=1

λαl+m−2Bl +
r∑
s=1

λ−βs+m−2Cs

)
eλtdλ,
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Dα−1
t Z0(0) = 0, так как αl − α + m < ml 6 1 (см. начало абзаца), следова-

тельно, αl − α +m− 2 < −1.

Пустьm∗ 6 p, т. е.m 6 p+1,m 6 p, тогда αl < p+1 при αl−ml < α−m,

а также αl 6 p при αl − ml > α − m. Получаем при p = 2, 3, . . . ,m − 1,

q = 1, 2, . . . , p− 1

Dα−m+q
t Zp(t) =

1

2πi

∫
Γ

eλtdµ

λp−q+1
I+

+
1

2πi

∫
Γ

Rλ

(
p∑
j=1

λα+j−mAj +
n∑
l=1

λαlBl +
r∑
s=1

λ−βsCs

)
eλtdλ

λp−q+1
,

следовательно, Dα−m+q
t Zp(0) = 0, так как p − q + 1 > 2. Отсюда же видно,

что Dα−m+p
t Zp(0) = I по теореме о вычетах.

При p 6 m− 2 имеем

L
[
Dα−m+p+1
t Zp

]
(µ) = Rµ

(
µαI −

m−1∑
j=p+1

µα+j−mAj

)
− I =

= Rµ

(
p∑
j=1

µα+j−mAj +
n∑
l=1

µαlBl +
r∑
s=1

µ−βsCs

)
,

Dα−m+p+1
t Zp(t) =

1

2πi

∫
Γ

Rλ

(
p∑
j=1

λα+j−mAj +
n∑
l=1

λαlBl +
r∑
s=1

λ−βsCs

)
eλtdλ.

При этом j −m 6 p−m 6 −2, для αl −ml < α−m выполняется

α− αl > m−ml > m−m > m− (p+ 1) > m− (m− 2)− 1 = 1,

а для αl−ml > α−m справедливы неравенства α−αl > α−p > α−m+2 > 1.

Потому и α > 1, следовательно, Dα−m+p+1
t Zp(0) = 0. Продолжая процесс,

получим при p 6 m− 3, q = p+ 2, p+ 3, . . . ,m− 1

Dα−m+q
t Zp(t) =

=
1

2πi

∫
Γ

λq−p−1Rλ

(
p∑
j=1

λα+j−mAj +
n∑
l=1

λαlBl +
r∑
s=1

λ−βsCs

)
eλtdλ,

j −m+ q − p− 1 6 q −m− 1 6 −2, для αl −ml < α−m имеем

p+ 1− q + α− αl > p+ 2−m+m−ml = p+ 2−ml > 1,
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а для αl −ml > α−m выполняется

p+ 1− q + α− αl > p+ 2−m+ α− p = 2−m+ α > 1.

Так как p + 1 − q < 0, из полученного следует, что α > 1 и, тем более,

α + βs > 1 при всех s = 1, 2, . . . , r. Таким образом, Dα−m+q
t Zp(0) = 0.

Проверим выполнение условий Dγ
t z(0) = 0, γ ∈ Λ. Пусть m∗ 6 p, т. е.

ml 6 p+1 при αl−ml < α−m, αl 6 p при αl−ml > α−m. При l = 1, 2, . . . , n,

k = 0, 1, . . . ,ml − 1

L
[
Dαl−ml+k
t Zp

]
(µ) = µαl−ml+k+m−1−pRµ

(
I −

m−1∑
j=1

µj−mAj

)
,

Dαl−ml+k
t Zp(0) = 0, поскольку при αl −ml < α−m

−αl +ml − k + α−m+ p+ 1 > −k + p+ 1 > −ml + p+ 2 > 1,

а при αl −ml > α−m

−αl +ml − k + α−m+ p+ 1 > α−m− αl + p+ 2 > α−m+ 2 > 1.

Далее,

L [Dα
t Zp] (µ) = µαL[Zp](µ)− µm−1−pI =

= µαRµ

(
µm−1−pI −

m−1∑
j=p+1

µj−1−pAj

)
− µm−1−pI =

=

(
m−1∑
j=1

µα+j−mAj +
n∑
l=1

µαlBl +
r∑
s=1

µ−βsCs

)
Rµ×

×

(
µm−1−pI −

m−1∑
j=p+1

µj−1−pAj

)
−

m−1∑
j=p+1

µj−1−pAj =

= L

[
m−1∑
j=1

AjD
α−m+j
t Zp +

n∑
l=1

BlD
αj
l Zp +

r∑
s=1

CsJ
βs
t Zp

]
(µ).

Подействовав обратным преобразованием Лапласа, получим, что Zp является

решением уравнения (1.3.5) при t > 0, p = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1.

Пусть z1(t) и z2(t) — два решения задачи (1.3.5), (1.3.6) на R+. Зафик-

сируем T > 0, тогда y(t) = z1(t)− z2(t) — решение задачи (1.3.5), (1.3.6) при
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zp = 0, p = m∗,m∗+1, . . . ,m−1, на интервале (0, T ). Доопределим функцию

y нулем при t ∈ [T,+∞). Такая функция ограничена и также является ре-

шением этой задачи при всех t > 0, кроме, может быть, t = T . Подействуем

преобразованием Лапласа на обе части равенства

Dα
t y(t) =

m−1∑
j=1

AjD
α−m+j
t y(t) +

n∑
l=1

BlD
αl
t y(t) +

r∑
s=1

CsJ
βl
t y(t)

и получим

L[Dα
t y](µ) = µαL[y](µ) = L

[
m−1∑
j=1

AjD
α−m+j
t y +

n∑
l=1

BlD
αl
t y +

r∑
s=1

CsJ
βs
t y

]
(µ) =

=

(
m−1∑
j=1

µα−m+jAj +
n∑
l=1

µαlBl +
r∑
s=1

µ−βsCs

)
L[y](µ).

Поэтому(
µαI −

m−1∑
j=1

µα−m+jAj −
n∑
l=1

µαlBl −
r∑
s=1

µ−βsCs

)
L[y](µ) ≡ 0

и при достаточно больших |µ| имеем L[y](µ) ≡ 0. Отсюда z1(t) − z2(t) =

y(t) ≡ 0 при t ∈ (0, T ). Так как T > 0 можно выбрать сколь угодно большим,

z1(t) = z2(t) при всех t > 0.

1.4 Неоднородное уравнение

Пусть T ∈ (0,∞]. Рассмотрим неоднородное уравнение

Dα
t z(t) =

m−1∑
j=1

AjD
α−m+j
t z(t) +

n∑
l=1

BlD
αl
t z(t) +

r∑
s=1

CsJ
βs
t z(t) + f(t), t ∈ (0, T ).

(1.4.8)

при заданной функции f ∈ C((0, T );Z) ∩ L1(0, T ;Z).

Решением задачи

Dα−m+k
t z(0) = 0, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (1.4.9)

для уравнения (1.4.8) будем называть такую функцию z : (0, T )→ Z, что вы-

полняются следующие включения: Jm−αt z ∈ Cm((0, T );Z) ∩ Cm−1([0, T );Z),
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Jml−αl
t z ∈ Cml((0, T );Z), l = 1, 2, . . . , n, Jβst z ∈ C((0, T );Z), s = 1, 2, . . . , r, и

выполняются равенства (1.4.8) при t ∈ (0, T ) и (1.4.9).

Обозначим

Vκ(t) :=
1

2πi

∫
Γ

λα+κRλe
λtdλ, t > 0, κ ∈ R.

Лемма 1.4.1. Пусть m − 1 < α 6 m ∈ N, 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α,

ml−1 < αl 6 ml ∈ N, αl−ml 6= α−m, l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 > · · · > βr > 0,

Aj ∈ L(Z), j = 1, 2, . . . ,m − 1, Bl ∈ L(Z), l = 1, 2, . . . , n, Cs ∈ L(Z),

s = 1, 2, . . . , r, f ∈ C((0, T );Z) ∩ L1(0, T ;Z). Тогда функция

zf(t) =

t∫
0

Zm−1(t− s)f(s)ds

является единственным решение задачи (1.4.8), (1.4.9).

Доказательство. Рассуждая, как при доказательстве неравенств (1.3.7), по-

лучим при t ∈ [0, T ], κ > 1

‖V−κ(t)‖L(Z) 6 4

+∞∫
r0

r−κe−rtdr + 2r−κ0

π∫
−π

etr0 cosφdφ 6
4e−r0t

(κ− 1)rκ−1
0

+
4πer0t

rκ0
6 C

для некоторого C > 0. Кроме того,

V−1(t) =
1

2πi

∫
Γ

λα−1Rλe
λtdλ = I+

+
1

2πi

∫
Γ

λ−1
∞∑
ρ=1

(
m−1∑
j=1

λj−mAj +
n∑
l=1

λαl−αBl +
r∑
s=1

λβs−αCs

)ρ

eλtdλ =

= I +
1

2πi

∫
Γ

λα−1

(
m−1∑
j=1

λj−mAj +
n∑
l=1

λαl−αBl +
r∑
s=1

λβs−αCs

)
Rλe

λtdλ,

при этом для λ ∈ Γ∥∥∥∥∥λα−1

(
m−1∑
j=1

λj−mAj +
n∑
l=1

λαl−αBl +
r∑
s=1

λβs−αCs

)
Rλ

∥∥∥∥∥
L(Z)

6
c

|λ|1+δ
,
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где δ = min{1, α− αl : l = 1, 2, . . . , n}. Следовательно, при t ∈ [0, T ]

‖V−1(t)‖L(Z) 6 1+2c

+∞∫
r0

e−rt

r1+δ
dr+

c

r1+δ
0

π∫
−π

etr0 cosφdφ 6 1+
2ce−r0t

δrδ0
+

2πcer0t

r1+δ
0

6 C,

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

V−κ(t− s)f(s)ds

∥∥∥∥∥∥
Z

6 C

t∫
0

‖f(s)‖Zds, κ > 1. (1.4.10)

Доопределим f нулем при t ∈ [T,∞) и получим следующие равенства:

L[zf ](µ) = L[Zm−1](µ)L[f ](µ) = RµL[f ](µ), L[Jm−αt zf ](µ) = µα−mRµL[f ](µ),

Jm−αt zf(t) =

t∫
0

V−m(t− s)f(s)ds,

поэтому Jm−αt zf(0) = 0 в силу (1.4.10). При k = 1, 2, . . . ,m− 1

L[Dα−m+k
t zf ](λ) = µα+k−mRµL[f ](µ),

Dα−m+k
t zf(t) =

t∫
0

Vk−m(t− s)f(s)ds, Dα−m+k
t zf(0) = 0

с учетом неравенств (1.4.10) и включения f ∈ L1(0, T ;Z).

Проверим, что Dγ
t zf(0) = 0 при γ = αl −ml + k, k ∈ {0, 1, . . . ,ml − 1},

l = 1, 2, . . . , n:

L[Dγ
t zf ](µ) = µαl−ml+kRµL[f ](µ),

Dγ
t zf(t) =

t∫
0

Vαl−ml+k−α(t− s)f(s)ds, Dγ
t zf(0) = 0

в силу (1.4.10), так как α +ml − αl − k > α− αl + 1 > 1.

Наконец,

L[Dα
t zf ](µ) = µαRµL[f ](µ) = L[f ](µ)+

+

(
m−1∑
j=1

µα+j−mAj +
n∑
l=1

µαlBl +
r∑
s=1

µ−βsCs

)
RµL[f ](µ) =

= L[f ](µ) + L

[
m−1∑
j=1

AjD
α−m+j
t zf(t) +

n∑
l=1

BlD
αl
t zf(t) +

r∑
s=1

CsJ
βs
t zf(t)

]
.
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Подействовав обратным преобразованием Лапласа на обе части этого равен-

ства, получим равенство (1.4.8) при t ∈ (0, T ), так как f ∈ C((0, T );Z).

Доказательство единственности решения ничем не отличается от дока-

зательства единственности решения однородной задачи в теореме 1.3.1.

В силу линейности исследуемого уравнения (1.4.8) сразу получим сле-

дующий результат.

Теорема 1.4.1. Пусть m − 1 < α 6 m ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn < α,

ml−1 < αl 6 ml ∈ N, αl−ml 6= α−m, l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 > · · · > βr > 0,

Aj ∈ L(Z), j = 1, 2, . . . ,m − 1, Bl ∈ L(Z), l = 1, 2, . . . , n, Cs ∈ L(Z),

s = 1, 2, . . . , r, zk ∈ Z, k = m∗,m∗+1, . . . ,m−1, f ∈ C((0, T );Z)∩L1(0, T ;Z).

Тогда существует единственное решение задачи (1.3.6), (1.4.8), при этом

оно имеет вид

z(t) =
m−1∑
p=m∗

Zp(t)zp +

t∫
0

Zm−1(t− s)f(s)ds.

Замечание 1.4.1. Неравенство αn < α −m + 1 равносильно совокупности

двух соотношений m 6 1, m = 0, а потому и равенству m∗ = 0, при котором

в силу теоремы 1.3.1 полная задача типа Коши (1.3.6) для уравнения (1.4.8)

однозначно разрешима, что соответствует результатам работ [29,98,117], по-

лученным при αn < α 6 1, и монографии [105, § 5.2] — при любых α > 0.

Кроме того, условие m∗ = 0 является не только достаточным, но и необходи-

мым для однозначной разрешимости задачи (1.3.6), (1.4.8) в силу следствий

1.2.3, 1.2.4, что соответствует утверждению следствия 1 из работы [33].

Замечание 1.4.2. C помощью формулы Ганкеля можно представить най-

денные операторы Zp(t) через функцию Миттаг-Леффлера нескольких пере-

менных при условии, что все операторы Aj, Bl, Cs попарно коммутируют:

Zp(t) = tα−m+pEµ,α−m+1+p(F )−
m−1∑
j=p+1

tα+p−jEµ,α−j+1+p(F )Aj,
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где

E(µ1,...,µN ),ν(z1, . . . , zN) :=
∞∑
k=0

∑
l1 + · · ·+ lN = k

l1 > 0, . . . , lN > 0

k!

l1!l2! · · · lN !

N∏
i=1

zlii

Γ

(
ν +

N∑
i=1

µili

) ,

N = m+ n+ r − 1,

µ = (m− 1,m− 2, . . . , 1, α− α1, . . . , α− αn, α + β1, . . . , α + βr),

F = (A1t
m−1, . . . , Am−1t, B1t

α−α1, . . . , Bnt
α−αn, C1t

α+β1, . . . , Crt
α+βr).

См. по этому поводу также [98].

1.5 Один класс линейных обратных задач

Рассмотрим уравнение

Dα
t z(t) =

m−1∑
j=1

AjD
α−m+j
t z(t) +

n∑
l=1

BlD
αl
t z(t) +

r∑
s=1

CsJ
βs
t z(t) + ϕ(t)u, (1.5.1)

при t ∈ (0, T ], где 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α, m− 1 < α 6 m, ml− 1 < αl 6

ml, αl −ml 6= α −m, l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 > · · · > βr > 0, операторы Aj,

j = 1, 2, . . . ,m−1,Bl, l = 1, 2, . . . , n, Cs, s = 1, 2, . . . , r, линейны и ограничены

в Z , кроме того, ϕ ∈ C((0, T ];R) ∩ L1(0, T ;R), u ∈ Z , m∗ — дефект задачи

типа Коши. Начальные условия типа Коши будут иметь вид

Dα−m+k
t z(0) = zk, k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1. (1.5.2)

Условие переопределения для обратной задачи возьмем в виде
T∫

0

z(t)dµ(t) = zT , (1.5.3)

где функция µ имеет на отрезке [0, T ] ограниченную вариацию, интеграл

понимается в смысле интеграла Римана — Стилтьеса.

Решением задачи (1.5.1), (1.5.2), где элемент u ∈ Z известен, будем

называть такое z : (0, T ] → Z, что Jm−αt z ∈ Cm((0, T ];Z) ∩ Cm−1([0, T ];Z),
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Jml−αl
t z ∈ Cml((0, T ];Z), l = 1, 2, . . . , n, Jβst z ∈ C((0, T ];Z), s = 1, 2, . . . , r, и

выполняются равенства (1.5.1) и (1.5.2) при t ∈ (0, T ].

Рассмотрим обратную задачу (1.5.1)–(1.5.3), где u — неизвестный эле-

мент. Под решением этой задачи будет понимать пару (z, u), где решение

z : (0, T ]→ Z задачи (1.5.1), (1.5.2) с соответствующим u ∈ Z удовлетворяет

условию (1.5.3). Для краткости решением задачи (1.5.1)–(1.5.3) будем также

называть соответствующий элемент u ∈ Z.
Назовем задачу (1.5.1)–(1.5.3) корректной, если для любых zk ∈ Z ,

k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m − 1, zT ∈ Z существует единственное решение u ∈ Z ,
такое, что ‖u‖Z 6 C(‖zm∗‖Z + ‖zm∗+1‖Z + · · ·+ ‖zm−1‖Z + ‖zT‖Z), где C > 0

не зависит от zk, k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1, и zT .

При заданных zk ∈ Z, k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1, zT ∈ Z обозначим

ψ := zT −
T∫

0

m−1∑
p=m∗

Zp(t)zpdµ(t), χ :=

T∫
0

dµ(t)

t∫
0

Zm−1(t− s)ϕ(s)ds.

Теорема 1.5.1. Пусть 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α, m − 1 < α 6 m,

ml − 1 < αl 6 ml, αl −ml 6= α −m, l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 > · · · > βr > 0,

Aj ∈ L(Z), j = 1, 2, . . . ,m − 1, Bl ∈ L(Z), l = 1, 2, . . . , n, Cs ∈ L(Z), s =

1, 2, . . . , r, ϕ ∈ C((0, T ];R) ∩ L1(0, T ;R), µ : [0, T ]→ R имеет ограниченную

вариацию, при m∗ = 0 существует такое ε ∈ (0, T ], что µ ∈ C1([0, ε];R).

Тогда для корректности задачи (1.5.1)–(1.5.3) необходимо и достаточно,

чтобы существовал оператор χ−1 ∈ L(Z). При этом решение имеет вид

u = χ−1ψ.

Доказательство. По теореме 1.4.1 решение задачи типа Коши (1.5.1), (1.5.2)

существует при любых zk ∈ Z, k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1, u ∈ Z и имеет вид

z(t) =
m−1∑
p=m∗

Zp(t)zp +

t∫
0

Zm−1(t− s)ϕ(s)uds. (1.5.4)

Подставим решение (1.5.4) в условие (1.5.3) и получим равенство
T∫

0

dµ(t)

m−1∑
p=m∗

Zp(t)zp +

t∫
0

Zm−1(t− s)f(s)uds

 = zT .
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Отсюда получим уравнение χu = ψ, которое равносильно задаче (1.5.1)–

(1.5.3). Его однозначная разрешимость при любом ψ ∈ Z в точности означает

существование обратного оператора χ−1 ∈ L(Z). Тогда

‖u‖Z 6 ‖χ−1‖L(Z)

‖zT‖Z +
m−1∑
p=m∗

∥∥∥∥∥∥
T∫

0

Zp(t)zpdµ(t)

∥∥∥∥∥∥
Z

 .

При доказательстве теоремы 1.3.1 были получены неравенства

‖Z0(t)‖L(Z) 6
Ker0t

tm−α
, ‖Zp(t)‖L(Z) 6 Ker0t, p = 1, 2, . . . ,m− 1. (1.5.5)

Поэтому при p = 1, 2, . . . ,m− 1∥∥∥∥∥∥
T∫

0

Zp(t)zpdµ(t)

∥∥∥∥∥∥
L(Z)

6 Ker0T‖zp‖ZV T
0 (µ),

где V T
0 (µ) — вариация функции µ на отрезке [0, T ]. Если же m∗ = 0, то∥∥∥∥∥∥
T∫

0

Z0(t)z0dµ(t)

∥∥∥∥∥∥
L(Z)

6

∥∥∥∥∥∥
ε∫

0

Z0(t)z0µ
′(t)dt

∥∥∥∥∥∥
L(Z)

+

∥∥∥∥∥∥
T∫
ε

Z0(t)z0dµ(t)

∥∥∥∥∥∥
L(Z)

6

6 Ker0ε‖z0‖Z‖µ‖C1([0,ε];R)

ε∫
0

dt

tm−α
+ max

t∈[ε,T ]

Ker0t

tm−α
‖z0‖ZV T

0 (µ).

Таким образом, обратная задача корректна при χ−1 ∈ L(Z).

1.6 Квазилинейные уравнения специального вида

В этом параграфе будем рассматривать дробные интегралы и дробные про-

изводные Римана — Лиувилля с началом в точке t0 ∈ R:

Jαt f(t) :=

t∫
t0

(t− s)α−1

Γ(α)
f(s)ds, Dα

t f(t) = Dm
t J

m−α
t f(t), t > t0,

где m− 1 < α 6 m ∈ N.

Пусть Z открытое множество в R×Zm, F : Z → Z,m−1 < α 6 m ∈ N,

0 < α1 < α2 < · · · < αn < α, ml − 1 < αl 6 ml ∈ N, αl − ml 6= α − m,
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l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 > · · · > βr > 0, zk ∈ Z . Рассмотрим квазилинейное

уравнение

Dα
t z(t) =

m−1∑
j=1

AjD
α−m+j
t z(t) +

n∑
l=1

BlD
αl
t z(t) +

r∑
s=1

CsJ
βs
t z(t)+

+F (t,Dα−m
t z(t), Dα−m+1

t z(t), . . . , Dα−1
t z(t)). (1.6.1)

Решением неполной задачи типа Коши

Dα−m+k
t z(t0) = zk, k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1, (1.6.2)

для уравнения (1.6.1) на (t0, t1] будем называть z ∈ C((t0, t1];Z), такое что

Jm−αt z ∈ Cm((t0, t1];Z) ∩ Cm−1([t0, t1];Z), Jml−αl
t z ∈ Cml((t0, t1];Z) при l =

1, 2, . . . , n и Jβst z ∈ C((t0, t1];Z), s = 1, 2, . . . , r, выполнены условия (1.6.2),

при t ∈ [t0, t1] (t,Dα−m
t z(t), Dα−m+1

t z(t), . . . , Dα−1
t z(t)) ∈ Z и равенство (1.6.1)

при t ∈ (t0, t1].

Введем следующие обозначения x := (x0, x1, . . . , xm−1) ∈ Zm, Sδ(x) =

{y ∈ Zm−1 : ‖yk − xk‖Z 6 δ, k = 0, 1, . . . ,m− 1}.
Отображение F : Z → Z назовем локально липшицевым по x если для

всех (t, x) ∈ Z существует δ > 0, l > 0, что [t − δ, t + δ] × Sδ(x) ⊂ Z и для

всех (s, y), (s, v) ∈ [t− δ, t+ δ]× Sδ(x) верно неравенство

‖F (s, y)− F (s, v)‖Z 6 l

m−1∑
k=0

‖yk − vk‖Z .

Лемма 1.6.1. Пусть 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α, αl − ml 6= α − m, l =

1, 2, . . . , n, β1 > β2 > · · · > βr > 0, Aj ∈ L(Z), j = 1, 2, . . . ,m− 1, Bl ∈ L(Z),

l = 1, 2, . . . , n, Cs ∈ L(Z), s = 1, 2, . . . , r, zk ∈ Z, k = m∗,m∗+1, . . . ,m−1, Z

открытое множество в R×Zm, (t0, 0, 0, . . . , 0, zm∗, zm∗+1, . . . , zm−1) ∈ Z, F ∈
C(Z;Z). Тогда функция z : (t0, t1] → Z является решением задачи (1.6.1),

(1.6.2) на (t0, t1] в том и только том случае, когда Jm−αt z ∈ Cm−1([t0, t1];Z)

и для всех t ∈ (t0, t1]

z(t) =
m−1∑
p=m∗

Zp(t− t0)zp +

t∫
t0

Zm−1(t− s)F (s,Dα−m
s z(s), . . . , Dα−1

s z(s))ds.

(1.6.3)
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Доказательство. Если z решение задачи (1.6.1), (1.6.2), то отображение

t→ F (t,Dα−m
t z(t), Dα−m+1

t z(t), . . . , Dα−1
t z(t))

действует непрерывно из [t0, t1] в Z в силу определения решения при до-

статочно малых t1 − t0. По теореме 1.4.1 решение удовлетворяет уравнению

(1.6.3).

Пусть Jm−αt z ∈ Cm−1([t0, t1];Z) и для всех t ∈ (t0, t1] z удовлетворяет

уравнению (1.6.3), тогда можно проверить, что z является решением зада-

чи (1.6.1), (1.6.2) в силу теоремы 1.4.1 и дословно повторяя доказательство

леммы 1.4.1.

Теорема 1.6.1. Пусть m − 1 < α 6 m ∈ N, 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α,

ml−1 < αl 6 ml ∈ N, αl−ml 6= α−m, l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 > · · · > βr > 0,

Aj ∈ L(Z), j = 1, 2, . . . ,m − 1, Bl ∈ L(Z), l = 1, 2, . . . , n, Cs ∈ L(Z),

s = 1, 2, . . . , r, zk ∈ Z, k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m − 1, Z открыто в R × Zm,
(t0, 0, 0, . . . , 0, zm∗, zm∗+1, . . . , zm−1) ∈ Z, отображение F ∈ C(Z;Z) является

локально липшицевым по x. Тогда существует такое t1 > t0, что задача

(1.6.1), (1.6.2) имеет единственное решение на (t0, t1].

Доказательство. Возьмем y := Jm−αt z ∈ Cm−1([t0, t1],Z), следовательно,

y(k) = Dα−m+k
t z, k = 1, 2, . . . ,m− 1. Тогда отображение

t→ F (t, y(t), y(1)(t), . . . , y(m−1)(t))

действует непрерывно из [t0, t1] в Z . По лемме 1.6.1 достаточно показать, что

уравнение

y(t) =
m−1∑
p=m∗

Jm−αt Zp(t− t0)zp + Jm−αt

t∫
t0

Zm−1(t− s)F (s, y(s), . . . , y(m−1)(s))ds

(1.6.4)

имеет единственное решение y ∈ Cm−1([t0, t1],Z) для некоторого t1 > t0.

В теореме 1.3.1 доказано, что Dα−m+n
t Zm−1(0) = 0, n = 0, 1, . . . ,m− 2.
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Для всех p = 0, 1, . . . ,m− 1∥∥∥∥∥ Rλ

µ− λ

(
λm−1−pI −

m−1∑
j=p+1

λj−1−pAj

)∥∥∥∥∥
L(Z)

6
C1

|λ|α−m+2
,

α − m + 2 > 1, тогда, L
[
Dα−m+n
t Zm−1

]
(µ) = µα+n−mRµ, при t ∈ [t0, t1],

n = 0, 1, . . . ,m− 2,

‖Dα−m+n
t Zm−1(t)‖L(Z) 6

1

2π

∫
Γ

‖λα+n−mRλ‖L(Z)|eλt|ds 6

6 C2

∞∫
δ

rn−mdr + C3 6 C4. (1.6.5)

При n = m− 1 мы имеем

Dα−1
t Zm−1(t) =

1

2πi

∫
Γ

λα−1Rλe
λtdλ =

= I +
1

2πi

∫
Γ

λ−1

(
m−1∑
j=1

λα+j−mAj +
n∑
l=1

λαlBl +
r∑
s=1

λ−βsCs

)
Rλe

λtdλ,

для λ ∈ Γ∥∥∥∥∥λ−1

(
m−1∑
j=1

λα+j−mAj +
n∑
l=1

λαlBl +
r∑
s=1

λ−βsCs

)
Rλ

∥∥∥∥∥
L(Z)

6
C5

|λ|1+δ
,

где δ = min{1, α− αn}. Следовательно, при t ∈ [t0, t1]

‖Dα−1
t Zm−1(t)‖L(Z) 6 C6. (1.6.6)

Пусть τ > 0 и δ > 0 таковы, что [t0, t0 + τ ] × Sδ(z) ⊂ Z, где z = (0, 0,

. . . , 0, zm∗, zm∗+1, . . . , zm−1) строится по исходным данным (1.6.2). Обозначим

через S множество функций y ∈ Cm−1([t0, t0 +τ ];Z), таких, что ‖y(q)(t)‖ 6 δ,

q = 0, 1, . . . ,m∗− 1, ‖y(k)(t)− zk‖ 6 δ, k = m∗,m∗+ 1, . . . ,m− 1 для t0 6 t 6

t0 + τ . Определим метрику на S

d(y, v) :=
m−1∑
k=0

sup
t∈[t0,t0+τ ]

‖y(k)(t)− v(k)(t)‖Z ,
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тогда S — полное метрическое пространство.

Заметим, что

Jm−αt

t∫
t0

Zm−1(t− s)F (s, y(s), y(1)(s), . . . , y(m−1)(s)) ds =

=

t∫
t0

Jm−αt Zm−1(t− s)F (s, y(s), y(1)(s), . . . , y(m−1)(s)) ds.

Это равенство можно доказать, изменив порядок интегрирования в его левой

части.

Определим для y ∈ S

G(y)(t) :=
m−1∑
p=m∗

Jm−αt Zp(t− t0)zp+

+

t∫
t0

Jm−αt Zm−1(t− s)F (s, y(s), y(1)(s), . . . , y(m−1)(s)) ds

при t ∈ [t0, t0 + τ ]. Докажем, что G отображает метрическое пространство S
в себя и является оператором сжатия, если τ > 0 достаточно мало.

Действительно, при n = 0, 1, . . . ,m−1

[G(y)](n)(t) =
m−1∑
p=m∗

Dα−m+n
t Zp(t− t0)zp+

+

t∫
t0

Dα−m+n
t Zm−1(t− s)F (s, y(s), y(1)(s), . . . , y(m−1)(s))ds,

так как Dα−m+n
t Zm−1(0) = 0, n = 0, 1, . . . ,m − 2. По теореме 1.4.1 имеем

G(y) ∈ Cm−1([t0, t0+τ ];Z), [G(y)](q)(t0) = 0, q = 0, 1, . . . ,m∗−1, [G(y)](k)(t0) =

zk, k = m∗,m∗+1, . . . ,m−1. Следовательно, для t ∈ [t0, t0+τ ] ‖[G(y)](q)(t)‖Z 6
δ, q = 0, 1, . . . ,m∗− 1, ‖[G(y)](k)(t)− zk‖Z 6 δ, k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1 при

достаточно малом τ > 0. Итого, G : S → S.
Обозначим для краткости F y(t) := F (t, y(t), y(1)(t), . . . , y(m−1)(t)). При

n = 0, 1, . . . ,m− 1, t ∈ [t0, t0 + τ ] в силу (1.6.5), (1.6.6)

‖[G(y)](n)(t)− [G(v)](n)(t)‖Z =
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=

∥∥∥∥∥∥
t∫

t0

Dα−m+n
t Zm−1(t− s) (F y(s)− F v(s)) ds

∥∥∥∥∥∥ 6
6 τ sup

t∈[t0,t0+τ ]

∥∥Dα−m+n
t Zm−1(t)

∥∥
L(Z)

l
m−1∑
k=0

sup
t∈[t0,t0+τ ]

‖y(k)(t)− v(k)(t)‖Zds 6

6 C7τd(y, v) 6
d(y, v)

2m

при достаточно малом τ . Следовательно, d(G(y), G(v)) 6 1
2d(y, v), оператор

G имеет единственную неподвижную точку y0 ∈ S, которая является единс-

венным локальным решением интегро-дифференциального уравнения (1.6.4).

Таким образом, существует единственное решение задачи (1.6.1), (1.6.2) на

отрезке [t0, t0 + τ ], однозначно определяемое равенством z = Dm−α
t y0.

1.7 Квазилинейные уравнения общего вида

Пусть m− 1 < α 6 m ∈ N, n, r, q ∈ N, Рассмотрим квазилинейное уравнение

Dα
t z(t) =

m−1∑
j=1

AjD
α−m+j
t z(t) +

n∑
l=1

BlD
αl
t z(t) +

r∑
s=1

CsJ
βs
t z(t)+

+F (t,Dα−m−%
t z(t), . . . , Dα−1

t z(t), Dγ1
t z(t), Dγ2

t z(t), . . . , D
γq
t z(t))

(1.7.7)

где 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α, ml − 1 < αl 6 ml ∈ Z, αl − ml 6= α − m,

l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 > · · · > βr > 0, γ1 < γ2 < · · · < γq < α, ni − 1 <

γi 6 ni ∈ Z, γi − ni 6= α − m, i = 1, 2, . . . , q. Некоторые γi могут быть

отрицательными.

Определим µ∗ := m∗(α, α1, α2, . . . , αn, γ1+1, γ2+1, . . . , γq+1) ∈ Z. Здесь
приходится определять дефект µ∗ не только по αk, k = 1, 2, . . . , n, а еще и по

числам γi + 1, i = 1, 2, . . . , q. На случай, когда µ∗ < 0 (это может произойти,

если Bl = 0, l = 1, 2, . . . , n, γi < α−m, i = 1, 2, . . . , q), введем в рассмотрение

величину µ∗0 := max{µ∗, 0}. В силу следствий 1.2.1–1.2.4 для решения задачи

Коши

Dα−m+k
t z(t0) = zk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (1.7.8)

для уравнения (1.7.7) с необходимостью выполняются условия

Dα−m+k
t z(t0) = 0, k = 0, 1, . . . , µ∗0 − 1;



42

Dαl−ml+k
t z(t0) = 0, k = 0, 1, . . . ,ml − 1, l = 1, 2, . . . , n;

Dγi−ni+k
t z(t0) = 0, k = 0, 1, . . . , ni, i = 1, 2, . . . , q.

Для исследования уравнения (1.7.7) потребуется существование конеч-

ных пределов lim
t→t0

Dγi
t z(t) := Dγi

t z(t0), i = 1, 2, . . . , q, являющихся аргумента-

ми нелинейного оператора в начальный момент времени, поэтому µ∗ опреде-

ляется не по числам γi, а по γi + 1, i = 1, 2, . . . , q. Если m − 1 < γq < α, то

µ∗ = m, неполная задача Коши не содержит начальных условий и все zk в

условиях (1.7.8) с необходимостью равны нулю.

Введем обозначения x := (x1, x2, . . . , xm+%+q) ∈ Zm+%+q, Sδ(x) = {y ∈
Zm+%+q : ‖yk − xk‖Z 6 δ, k = 1, 2, . . . ,m + % + q}. Пусть Z открытое под-

множество в R × Zm+%+q, отображение F : Z → Z локально липшицево по

переменным x, т. е. для каждого набора (t, x) ∈ Z существуют δ > 0, C > 0,

такие, что [t− δ, t+ δ]×Sδ(x) ⊂ Z, для всех (s, y), (s, v) ∈ [t− δ, t+ δ]×Sδ(x)

‖F (s, y1, y2, . . . , ym+%+q)− F (s, v1, v2, . . . , vm+%+q)‖D 6 C

m+%+q∑
k=1

‖yk − vk‖Z .

(1.7.9)

Решением задачи

Dα−m+kz(t0) = 0, k = µ∗0, µ
∗
0 + 1, . . . ,m− 1, (1.7.10)

для уравнения (1.7.7) на отрезке [t0, t1] будем называть такое z : (t0, t1] →
Z , что Jm−αt z ∈ Cm((t0, t1];Z) ∩ Cm−1([t0, t1];Z), Jml−αl

t z ∈ Cml((t0, t1];Z),

l = 1, 2, . . . , n, Jβst z ∈ C((t0, t1];Z), s = 1, 2, . . . , r, Jni−γit z ∈ Cni([t0, t1];Z),

i = 1, 2, . . . , q, выполнены условия (1.7.10), включение

(t,Dα−m−%
t z(t), Dα−m−%+1

t z(t), . . . , Dα−1
t z(t), Dγ1

t z(t), Dγ2
t z(t), . . . , D

γq
t z(t)) ∈ Z

при t ∈ [t0, t1] и равенство (1.7.7) при t ∈ (t0, t1].

Лемма 1.7.1. Пусть m− 1 < α 6 m ∈ N. Тогда линейное пространство

Cα(t0, t1;Z) := {x ∈ C((t0, t1];Z) : Jm−αt x ∈ Cm−1([t0, t1];Z) ∩ Cm((t0, t1];Z),

(t− t0)m−αDα
t x(t) ∈ C([t0, t1];Z)}
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с нормой ‖x‖Cα(t0,t1;Z) := ‖Jm−αt x‖Cm−1([t0,t1];Z) + ‖(t − t0)m−αDα
t x(t)‖C([t0,t1];Z)

является банаховым.

Доказательство. Все аксиомы нормы проверяются непосредственно. В част-

ности, если ‖x‖Cα(t0,t1;Z) = 0, то Jm−αt x(t) ≡ 0, x(t) ≡ Dm−α
t Jm−αt x(t) ≡ 0,

поскольку Cα(t0, t1;Z) ⊂ L1(t0, t1;Z).

Пусть последовательность {xk} фундаментальна в Cα(t0, t1;Z), тогда

существуют y := lim
k→∞

Jm−αt xk ∈ Cm−1([t0, t1];Z), y1(t) := lim
k→∞

(t−t0)m−αDα
t xk ∈

C([t0, t1];Z). В пространстве C([t0, t1];Z) имеем

lim
k→∞

((t− t0)Dα−1
t xk(t))

′ = lim
k→∞

(Dα−1
t xk(t) + (t− t0)Dα

t xk(t)) =

= Dm−1
t y(t) + (t− t0)1−m+αy1(t).

Поэтому (t−t0)Dα−1
t xk(t) имеет предел в C1([t0, t1];Z), равный (t−t0)Dm−1

t y(t),

следовательно,

((t−t0)Dm−1
t y(t))′ = Dm−1

t y(t)+(t−t0)Dm
t y(t) = Dm−1

t y(t)+(t−t0)1−m+αy1(t),

Dm
t y(t) = (t− t0)α−my1(t) ∈ L1(t0, t1;Z) ∩ C((t0, t1];Z). Положим

x(t) := Dm−α
t y(t) = (t−t0)α−my(t0)/Γ(α−m+1)+Jα−m+1

t y′(t) ∈ C((t0, t1];Z),

тогда Jm−αt x = y ∈ Cm−1([t0, t1];Z), (t− t0)m−αDα
t x(t) = (t− t0)m−αDm

t y(t) =

y1(t) ∈ C([t0, t1];Z), lim
k→∞

xk = x в Cα(t0, t1;Z). Таким образом, Cα(t0, t1;Z)

является банаховым пространством.

Следствие 1.7.1. Пусть m − 1 < α 6 m ∈ N, x ∈ Cα(t0, t1;Z) в условиях

данного параграфа. Тогда при каждом k ∈ Z, k 6 m− 1 существуют такие

Ck > 0, δ ∈ (0, 1), что для любых t, τ ∈ [t0, t1]

‖Dα−m+k
t x(t)−Dα−m+k

t x(τ)‖Z 6 Ck‖x‖Cα(t0,t1;Z)|t− τ |, k < m− 1,

‖Dα−1
t x(t)−Dα−1

t x(τ)‖Z 6 Cm−1‖x‖Cα(t0,t1;Z)|t− τ |δ.

Доказательство. Для k ∈ Z, k < −1 имеем в силу определения дробного

интеграла и теоремы Лагранжа

Dα−m+k
t x(t)−Dα−m+k

t x(τ) = (t− τ)Dα−m+k+1
t x(ξ) = (t− τ)J−k−1

t Jm−αt x(ξ) =
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= (t− τ)

ξ∫
t0

(ξ − s)−k−2

Γ(−k − 1)
Jm−αt x(s)ds,

следовательно,

‖Dα−m+k
t x(t)−Dα−m+k

t x(τ)‖Z 6 ‖x‖Cα(t0,t1;Z)
(t1 − t0)−k−1

Γ(−k)
(t− τ).

При k ∈ {−1, 0, . . . ,m− 2}

‖Dα−m+k
t x(t)−Dα−m+k

t x(τ)‖Z 6

6 (t− τ) max
s∈[τ,t]

‖Dα−m+k+1
t x(s)‖Z 6 ‖x‖Cα(t0,t1;Z)(t− τ).

При k = m− 1

Dα−1
t x(t)−Dα−1

t x(τ) =

1∫
0

d

dφ
Dα−1
t x(φt+ (1− φ)τ)dφ =

= (t− τ)

1∫
0

Dα
t x(φt+ (1− φ)τ)dφ,

‖Dα−1
t x(t)−Dα−1

t x(τ)‖Z 6 (t− τ)

1∫
0

‖Dα
t x(φt+ (1− φ)τ)‖Zdφ 6

6 ‖x‖Cα(t0,t1;Z)(t− τ)

1∫
0

(φt+ (1− φ)τ − t0)α−mdφ =

= ‖x‖Cα(t0,t1;Z)

t∫
τ

(s− t0)α−mds 6 ‖x‖Cα(t0,t1;Z)

t∫
τ

(s− τ)α−mds 6

6
‖x‖Cα(t0,t1;Z)

α−m+ 1
(t− τ)α−m+1.

Лемма 1.7.2. Пусть m− 1 < α 6 m ∈ N, x ∈ Cα(t0, t1;Z), n− 1 < β 6 n ∈
Z, β < α, α−m 6= β − n. Тогда Dβ

t x ∈ C((t0, t1];Z).
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Доказательство. Если β − n < α − m, то для x ∈ Cα(t0, t1;Z) Jn−βt x =

Jn−β+α−m
t Jm−αt x. Тогда при k = 0, 1, . . . ,m

Dk
t J

n−β+α−m
t Jm−αt x(t) =

k−1∑
l=0

(t−t0)n−β+α−m−k+lDα−m+l
t x(t0)

Γ(n−β+α−m−k+l+1) +

+
t∫
t0

(t− s)n−β+α−m−1Dα−m+k
t x(s)ds,

(1.7.11)

при k = 0, 1, . . . ,m− 1∥∥∥∥∥∥
t∫

t0

(t− s)n−β+α−m−1Dα−m+k
t x(s)ds

∥∥∥∥∥∥
Z

6
‖x‖Cα(t0,t1;Z)(t− t0)n−β+α−m

n− β + α−m
.

Кроме того, поскольку n 6 m,

t∫
t0

(t−s)n−β+α−m−1‖Dα
t x(s)‖Zds 6 ‖x‖Cα(t0,t1;Z)

t∫
t0

(t−s)n−β+α−m−1(s−t0)α−mds 6

6 ‖x‖Cα(t0,t1;Z)(t− t0)n−β+α−mB(n− β + α−m,α−m+ 1),

где B — бета-функция Эйлера, то Dβ
t x ∈ C((t0, t1];Z).

Если же β − n > α−m, то n 6 m− 1 в силу условия β < α. Следова-

тельно, при k = 0, 1, . . . ,m− 1

Dk
t J

n−β
t x(t) = Dk

t J
n−β
t Dm−α

t Jm−αt x(t) = Dk
t J

n−β
t D1

tJ
α−m+1
t Jm−αt x(t) =

= Dk
t J

n−β
t

(
(t− t0)α−m

Γ(α−m+ 1)
Jm−αt x(t0) + Jα−m+1

t Dα−m+1
t x(t)

)
=

=
(t− t0)α−m+n−β−kJm−αt x(t0)

Γ(α−m+ n− β − k + 1)
+Dk

t J
α−m+n−β+1
t D1

tJ
m−α
t x(t) =

=
k∑
l=0

(t− t0)n−β+α−m−k+lDα−m+l
t x(t0)

Γ(n− β + α−m− k + l + 1)
+

t∫
t0

(t− s)n−β+α−mDk+1
t Jm−αt x(s)ds.

(1.7.12)

При получении последнего равенства использовано равенство (1.7.11) и сдвиг

нумерации в сумме. Повторяя рассуждения предыдущего абзаца, получим

сходимость последнего интеграла при k = 0, 1, . . . ,m − 1, поэтому Dβ
t x ∈

C((t0, t1];Z).
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Введём в рассмотрение также пространство Cα;µ∗
0
(t0, t1;Z) := {x ∈

Cα(t0, t1;Z) : Dα−m+k
t x(t0) = 0, k = 0, 1, . . . , µ∗0 − 1}. Заметим при этом, что

µ∗0 − 1 6 m− 1, Dα−1
t x ∈ C([t0, t1;Z).

Замечание 1.7.1. По построению µ∗0 для x ∈ Cα;µ∗
0
(t0, t1;Z) имеем равенства

Dαl−ml+k
t x(t0) = 0, k = 0, 1, . . . ,ml − 1, l = 1, 2, . . . , n, Dγi−ni+k

t x(t0) = 0,

k = 0, 1, . . . , ni, i = 1, 2, . . . , q.

Следствие 1.7.2. Пусть m− 1 < α 6 m ∈ N, x ∈ Cα;µ∗
0
(t0, t1;Z) в условиях

данного параграфа. Тогда Dγi
t x ∈ C([t0, t1];Z), i = 1, 2, . . . , q, и существует

такое C1 > 0, что для всех x ∈ Cα;µ∗
0
(t0, t1;Z)

‖Dγi
t x‖C([t0,t1];Z) 6 C1‖x‖Cα(t0,t1;Z). (1.7.13)

Доказательство. Из замечания 1.7.1 и леммы 1.7.2 следует, что для x ∈
Cα;µ∗

0
(t0, t1;Z) выполняются включения Dγi

t x ∈ C([t0, t1];Z), i = 1, 2, . . . , q.

Из доказательства леммы 1.7.2 в силу равенств (1.7.11) и Dγi−ni+k
t x(t0) = 0,

k = 0, 1, . . . , ni, i = 1, 2, . . . , q, получаем при γi − ni < α−m

Dγi
t x(t) =

t∫
t0

(t− s)ni−γi+α−m−1Dni
t J

m−α
t x(s)ds,

а при γi − ni > α−m согласно (1.7.12)

Dγi
t x(t) =

t∫
t0

(t− s)ni−γi+α−mDni+1
t Jm−αt x(s)ds,

и в обоих случаях выполняется неравенство (1.7.13).

Следствие 1.7.3. Пусть m− 1 < α 6 m ∈ N, x ∈ Cα;µ∗
0
(t0, t1;Z) в условиях

данного параграфа. Тогда при каждом i = 1, 2, . . . , q существуют такие

Ci > 0, δi ∈ (0, 1), что для любых t, τ ∈ [t0, t1]

‖Dγi
t x(t)−Dγi

t x(τ)‖Z 6 Ci‖x‖Cα(t0,t1;Z)|t− τ |δi.

Доказательство. Рассуждая, как при доказательстве предыдущего следствия,

при τ, t ∈ [t0, t1], τ < t, γi − ni < α−m, имеем

Dγi
t x(t)−Dγi

t x(τ) =

τ∫
t0

[(t−s)ni−γi+α−m−1−(τ−s)ni−γi+α−m−1]Dni
t J

m−α
t x(s)ds−
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−
t∫

τ

(t− s)ni−γi+α−m−1Dni
t J

m−α
t x(s)ds,

поэтому

‖Dγi
t x(t)−Dγi

t x(τ)‖Z 6
‖x‖Cα(t0,t1;Z)

ni − γi + α−m
(
(t− τ)ni−γi+α−m+

+

∣∣∣∣∣∣(ni − γi + α−m− 1)

τ∫
t0

t∫
τ

(u− s)ni−γi+α−m−2duds

∣∣∣∣∣∣
 =

=
‖x‖Cα(t0,t1;Z)

ni − γi + α−m
(
(t− τ)ni−γi+α−m+

+

∣∣∣∣∣∣
t∫

τ

[(u− t0)ni−γi+α−m−1 − (u− τ)ni−γi+α−m−1]du

∣∣∣∣∣∣
 6

6
‖x‖Cα(t0,t1;Z)

ni − γi + α−m

(t− τ)ni−γi+α−m + 2

t∫
τ

(u− τ)ni−γi+α−m−1du

 6
6
‖x‖Cα(t0,t1;Z)

ni − γi + α−m

(
1 +

2

ni − γi + α−m

)
(t− τ)ni−γi+α−m =

= Ci‖x‖Cα(t0,t1;Z)(t− τ)δi

с δi = ni − γi + α−m ∈ (0, 1).

Аналогично при γi − ni > α−m получим

‖Dγi
t x(t)−Dγi

t x(τ)‖Z 6 Ci‖x‖Cα(t0,t1;Z)(t− τ)δi

при

Ci =
1

ni − γi + α−m− 1

(
1 +

2

ni − γi + α−m− 1

)
> 0,

δi = ni − γi + α−m− 1 ∈ (0, 1).

Замечание 1.7.2. Функция, удовлетворяющая условиям неполной задачи

типа Коши (1.7.10), с точностью до o(t− t0)α−1 ведёт себя как функция

z̃(t) =
(t− t0)α−m+µ∗

0zµ∗
0

Γ(α−m+ µ∗0 + 1)
+

(t− t0)α−m+µ∗
0+1zµ∗

0+1

Γ(α−m+ µ∗0 + 2)
+ · · ·+ (t− t0)α−1zm−1

Γ(α)
,
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поэтомуDα−m−%
t z̃(t0) = Dα−m−%+1

t z̃(t0) = · · · = D
α−m+µ∗

0−1
t z̃(t0) = 0,Dγ1

t z̃(t0) =

Dγ2
t z̃(t0) = · · · = D

γq
t z̃(t0) = 0 по построению µ∗0. Поэтому в начальный мо-

мент времени аргумент нелинейного оператора в уравнении (1.7.7) имеет вид

(t0, 0, 0, . . . , 0, zµ∗
0
, zµ∗

0+1, . . . , zm−1, 0, 0, . . . , 0).

Лемма 1.7.3. Пусть m − 1 < α 6 m ∈ N, 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α,

ml − 1 < αl 6 ml ∈ N, αl − ml 6= α − m, β1 > β2 > · · · > βr > 0,

γ1 < γ2 < · · · < γq < α, ni − 1 < γi 6 ni ∈ Z, γi − ni 6= α −m, i = 1, 2, . . . , q,

Aj ∈ L(Z), j = 1, 2, . . . ,m − 1, Bl ∈ L(Z), l = 1, 2, . . . , n, Cs ∈ L(Z),

s = 1, 2, . . . , r, zk ∈ Z, k = µ∗0, µ
∗
0 + 1, . . . , m− 1, Z открыто в R× Zm+%+q,

(t0, 0, 0, . . . , 0, zµ∗
0
, zµ∗

0+1, . . . , zm−1, 0, 0, . . . , 0) ∈ Z, F ∈ C(Z;Z). Тогда функ-

ция z ∈ Cα;µ∗
0
(t0, t1;Z) является решением задачи (1.7.7), (1.7.10) на отрез-

ке [t0, t1] при некотором t1 > t0 в том и только в том случае, когда при

t ∈ [t0, t1]

z(t) =
m−1∑
k=µ∗

0

Zk(t− t0)zk +

t∫
t0

Zm−1(t− s)F z(s)ds, (1.7.14)

где F z(s) = F (s,Dα−m−%
t z(s), . . . , Dα−1

t z(s), Dγ1
t z(s), . . . , D

γq
t z(s))ds.

Доказательство. Если z ∈ Cα;µ∗
0
(t0, t1;Z) — решение задачи (1.7.7), (1.7.10)

на отрезке [t0, t1], то в силу замечания 1.7.1, следствия 1.7.2 и условий на F

отображение t → F z(t) непрерывно действует из [t0, t1] в Z , а значит, удо-

влетворяет условиям теоремы 1.4.1. Следовательно, выполняется равенство

(1.7.14).

Пусть z ∈ Cα;µ∗∗(t0, t1;Z) удовлетворяет равенству (1.7.14). Тогда в си-

лу замечания 1.7.1, следствия 1.7.2 и условий на F отображение t → F z(t)

непрерывно действует из [t0, t1] в Z . Поэтому, как при доказательстве теоре-

мы 1.4.1, можно напрямую доказать, что z — решение задачи (1.7.7), (1.7.10)

на отрезке [t0, t1].

Теперь перейдём к основному утверждению.

Теорема 1.7.1. Пусть m − 1 < α 6 m ∈ N, 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α,

ml − 1 < αl 6 ml ∈ N, αl − ml 6= α − m, β1 > β2 > · · · > βr > 0, γ1 <
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γ2 < · · · < γq < α, ni − 1 < γi 6 ni ∈ Z, γi − ni 6= α − m, i = 1, 2, . . . , q,

Aj ∈ L(Z), j = 1, 2, . . . ,m − 1, Bl ∈ L(Z), l = 1, 2, . . . , n, Cs ∈ L(Z),

s = 1, 2, . . . , r, zk ∈ Z, k = µ∗0, µ
∗
0 + 1, . . . , m− 1, Z открыто в R× Zm+%+q,

(t0, 0, 0, . . . , 0, zµ∗
0
, zµ∗

0+1, . . . , zm−1, 0, 0, . . . , 0) ∈ Z, отображение F ∈ C(Z;Z)

локально липшицево по x. Тогда существует такое t1 > t0, что задача

(1.7.7), (1.7.10) имеет единственное решение на [t0, t1].

Доказательство. Возьмём t1 > t0, ε > 0, такие, что в окрестности

V := {(t, x1, x2, . . . , xm+%+q) ∈ R×Zm+%+q : t ∈ [t0, t1],

‖xk‖Z 6 ε, k = 1, 2, . . . , %+ µ∗0, %+m+ 1, %+m+ 2, . . . , %+m+ q,

‖xl − zl−%−1‖Z 6 ε, l = %+ µ∗0 + 1, %+ µ∗0 + 2, . . . , %+m}

точки (t0, 0, 0, . . . , 0, zµ∗
0
, zµ∗

0+1, . . . , zm−1, 0, 0, . . . , 0) неравенство (1.7.9) выпол-

няется при некотором C > 0. Рассмотрим множество

Mt1 := {x ∈ Cα;µ∗
0
(t0, t1;Z) : ‖Dα−m+k

t x(t)‖Z 6 ε, k = −%,−%+ 1, . . . , µ∗0 − 1,

‖Dα−m+k
t x(t)− zk‖Z 6 ε, k = µ∗0, µ

∗
0 + 1, . . . ,m− 1, t ∈ [t0, t1]},

которое в силу леммы 1.7.1 является метрическим пространством c метрикой,

задаваемой как норма разности в Cα(t0, t1;Z). Определим в Mt1 оператор

G(x)(t) =
m−1∑
k=µ∗

0

Zk(t− t0)zk +

t∫
t0

Zm−1(t− s)F x(s)ds.

Рассуждая, как при доказательстве леммы 1.7.3, с учётом замечания 1.7.1,

следствия 1.7.2 и теоремы 1.4.1 получим, что G(x) ∈Mt1 для любого x ∈Mt1

при t1 > t0, достаточно близком к t0.

Как при доказательстве теоремы 1.6.1 получаем

Dα−m+k
t

t∫
t0

Zm−1(t− s)F x(s)ds =

t∫
t0

Dα−m+k
t Zm−1(t− s)F x(s)ds,

поэтому для x, y ∈Mt1 в силу следствия 1.7.2 при k = 0, 1, . . . ,m−1 c учетом

(1.6.5), (1.6.6)

‖Dα−m+k
t G(x)(t)−Dα−m+k

t G(y)(t)‖Z =
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=

∥∥∥∥∥∥
t∫

t0

Dα−m+k
t Zm−1(t− s)(F x(s)− F y(s))ds

∥∥∥∥∥∥
Z

6

6 C1(t− t0)

m−1∑
k=−%

max
t∈[t0,t1]

‖Dα−m+k
t x(t)−Dα−m+k

t y(t)‖Z+

+ max
t∈[t0,t1]

q∑
i=1

‖Dγi
t x(t)−Dγi

t y(t)‖Z

)
6 C2(t1 − t0)‖x− y‖Cα(t0,t1;Z).

Таким образом, оператор G сжимающий в полном метрическом пространстве

Mt1 при достаточно малом t1−t0 и существует его единственная неподвижная

точка z ∈ Mt1. Согласно лемме 1.7.3 z — решение задачи (1.7.7), (1.7.10) на

отрезке [t0, t1].

Если существует два решения задачи (1.7.7), (1.7.10), то по лемме 1.7.3

каждое из них является неподвижной точкой оператора G в пространстве

Mt1. Но неподвижная точка единственна, поэтому решения совпадают.

1.8 Приложения к начально-краевым задачам

Применим полученные результаты к исследованию однозначной разрешимо-

сти начально-краевых задач для уравнений в частных производных дробного

порядка по времени.

1.8.1 Уравнения с многочленами

от самосопряженного оператора

Пусть заданы многочлены P1(λ) =
ν∑
p=0

apλ
p, P j

2 (λ) =
ν∑
p=0

bjpλ
p, P l

3(λ) =
ν∑
p=0

clpλ
p,

P s
4 (λ) =

ν∑
p=0

dspλ
p, ap, bjp, clp, dsp ∈ C, p = 0, 1, . . . , ν ∈ N, j = 1, 2, . . . ,m − 1,

l = 1, 2, . . . , n, s = 1, 2, . . . , r, aν 6= 0, Ω ⊂ Rd — ограниченная область с

гладкой границей ∂Ω,

(Aw)(ξ) =
∑
|q|62ρ

aq(ξ)
∂|q|w(ξ)

∂ξq11 ∂ξ
q2
2 . . . ∂ξqdd

, aq ∈ C∞(Ω),
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(Blw)(ξ) =
∑
|q|6ρl

blq(ξ)
∂|q|w(ξ)

∂ξq11 ∂ξ
q2
2 . . . ∂ξqdd

, blq ∈ C∞(∂Ω), l = 1, 2, . . . , ρ,

q = (q1, q2, . . . , qd) ∈ Nd
0, |q| = q1+· · ·+qd, операторный пучокA,B1,B2, . . . ,Bρ

регулярно эллиптичен [49]. Пусть оператор A1 ∈ Cl(L2(Ω)) имеет область

определения

DA1
= H2ρ

{Bl}(Ω) := {w ∈ H2ρ(Ω) : Blw(ξ) = 0, l = 1, 2, . . . , ρ, ξ ∈ ∂Ω},

A1w := Aw. Предположим, что A1 — самосопряженный оператор, тогда

спектр σ(A1) оператора A1 действительный и дискретный [49]. Пусть, кроме

того, спектр σ(A1) ограничен справа и не содержит нуля, {ϕk : k ∈ N} —

ортонормированная в L2(Ω) система собственных функций оператора A1,

занумерованных по невозрастанию соответствующих собственных значений

{λk : k ∈ N} с учетом их кратности.

Возьмем m − 1 < α 6 m ∈ N, 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α, ml − 1 <

αl 6 ml ∈ N, αl − ml 6= α − m, l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 > · · · > βr > 0,

h : Ω× [0, T ]→ R. Определим по набору чисел α, α1, α2, . . . , αn дефект m∗ и

рассмотрим начально-краевую задачу

Dα−m+k
t v(ξ, 0) = vk(ξ), k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1, ξ ∈ Ω, (1.8.1)

BlAkv(ξ, t) = 0, k = 0, 1, . . . , ν − 1, l = 1, 2, . . . , ρ, (ξ, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

(1.8.2)

Dα
t P1(A)v(ξ, t) =

m−1∑
j=1

P j
2 (A)Dα−m+j

t v(ξ, t) +
n∑
l=1

P l
3(A)Dαl

t v(ξ, t)+

+
r∑
s=1

P s
4 (A)Jβst v(ξ, t) + h(ξ, t), (ξ, t) ∈ Ω× (0, T ).

(1.8.3)

Положим

X = {w ∈ H2ρν(Ω) : BlAkw(ξ) = 0, k = 0, 1, . . . , ν − 1,

l = 1, 2, . . . , ρ, ξ ∈ ∂Ω}, Y = L2(Ω),

L = P1(A) ∈ L(X ;Y), Mj = P j
2 (A) ∈ L(X ;Y), j = 1, 2, . . . ,m − 1, Nl =

P l
3(A) ∈ L(X ;Y), l = 1, 2, . . . , n, Ss = P s

4 (A) ∈ L(X ;Y), s = 1, 2, . . . , r.
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Пусть P1(λk) 6= 0 для всех k ∈ N, тогда существует обратный опе-

ратор L−1 ∈ L(Y ;X ) и задача (1.8.1)–(1.8.3) представима в виде задачи

(1.3.6), (1.4.8), где Z = X , Aj = L−1Mj ∈ L(Z), j = 1, 2, . . . ,m − 1, Bl =

L−1Nl ∈ L(Z), l = 1, 2, . . . , n, Cs = L−1Ss ∈ L(Z), s = 1, 2, . . . , r, zk = vk(·),
k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m − 1, f(t) = L−1

1 h(·, t), t ∈ (0, T ). По теореме 1.4.1

задача (1.8.1)–(1.8.3) однозначно разрешима при любых vk ∈ X , если h ∈
C((0, T );L2(Ω)) ∩ L1(0, T ;L2(Ω)).

Пример. Возьмем α = 5/2, m = 3, n = 1, r = 1, α1 = 2/3, β1 = 1/2,

P1(λ) = λ2, P 1
2 (λ) = b0 + b1λ + b2λ

2, P 2
2 (λ) ≡ 0, P 1

3 (λ) = c0 + c1λ + c2λ
2,

P 1
4 (λ) = d0 + d1λ + d2λ

2, d = 1, Ω = (0, π), ρ = 1, Aw = ∂2w
∂ξ2 , B1 = I. Тогда

m = 0, m = 1, m∗ = 1, задача (1.8.1)–(1.8.3) имеет вид

D
5/2
t

∂4v

∂ξ4
(ξ, t) =

(
b0 + b1

∂2

∂ξ2
+ b2

∂4

∂ξ4

)
D

1/2
t v(s, t)+

+

(
c0 + c1

∂2

∂ξ2
+ c2

∂4

∂ξ4

)
D

2/3
t v(s, t) +

(
d0 + d1

∂2

∂ξ2
+ d2

∂4

∂ξ4

)
J

1/2
t v(ξ, t),

(ξ, t) ∈ (0, π)× R+,

v(0, t) = v(π, t) =
∂2v

∂s2
(0, t) =

∂2v

∂s2
(π, t) = 0, t ∈ R+,

D1/2v(ξ, 0) = v1(ξ), D3/2v(ξ, 0) = v2(ξ), ξ ∈ (0, π).

Первое начальное условие J1/2v(ξ, 0) = v0(ξ) не используется в силу того, что

дефект равен 1.

1.8.2 Обратная задача для уравнений с многочленами

Пусть 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α,m−1 < α 6 m ∈ N,ml−1 < αl 6 ml ∈ N,

αl−ml 6= α−m, l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 > · · · > βr > 0. Рассмотрим уравнение

в Ω× (0, T ]

Dα
t P1(A)v(ξ, t) =

m−1∑
j=1

P j
2 (A)Dα−m+j

t v(ξ, t)+

+
n∑
l=1

P l
3(A)Dαl

t v(ξ, t) +
r∑
s=1

P s
4 (A)Jβst v(ξ, t) + ϕ(t)w(ξ),

(1.8.4)

с краевыми условиями при (ξ, t) ∈ ∂Ω× (0, T ]

BlAkv(ξ, t) = 0, k = 0, 1, . . . , ν − 1, l = 1, 2, . . . , ρ, (1.8.5)
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и условием переопределения

T∫
0

v(ξ, t)dµ(t) = vT (ξ), ξ ∈ Ω. (1.8.6)

Определим по набору чисел α1, α2, . . . , αn, α дефект m∗ и зададим условия

типа Коши

Dα−m+k
t v(ξ, 0) = vk(ξ), k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1, ξ ∈ Ω. (1.8.7)

Как и в предыдущем параграфе, положим

X = {w ∈ H2ρν(Ω) : BlAkw(ξ) = 0, k = 0, 1, . . . , ν − 1,

l = 1, 2, . . . , ρ, ξ ∈ ∂Ω}, Y = L2(Ω),

L = P1(A) ∈ L(X ;Y), Mj = P j
2 (A) ∈ L(X ;Y), j = 1, 2, . . . ,m − 1, Nl =

P l
3(A) ∈ L(X ;Y), l = 1, 2, . . . , n, Ss = P s

4 (A) ∈ L(X ;Y), s = 1, 2, . . . , r. В

предположении, что P1(λk) 6= 0 для всех k ∈ N, задача (1.8.4)–(1.8.7) предста-

вима в виде (1.5.1)–(1.5.3), гдеZ = X ,Aj = L−1Mj ∈ L(Z), j = 1, 2, . . . ,m−1,

Bl = L−1Nl ∈ L(Z), l = 1, 2, . . . , n, Cs = L−1Ss ∈ L(Z), s = 1, 2, . . . , r,

zk = vk(·), k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m − 1, zT = vT (·), u = L−1w(·). В силу тео-

ремы 1.5.1 задача (1.8.4)–(1.8.7) корректна тогда и только тогда, когда при

некотором c > 0 для всех k ∈ N∣∣∣∣∣∣
T∫

0

t∫
0

∫
Γ

Rλ,kP1(λk)e
λ(t−s)dλϕ(s)dsdµ(t)

∣∣∣∣∣∣ > c, (1.8.8)

где

Rλ,k :=

(
λαP1(λk)−

m−1∑
j=1

λα+j−mP j
2 (λk)−

n∑
l=1

λαlP l
3(λk)−

r∑
s=1

λ−βsP s
4 (λk)

)−1

.

Это следует из равенства

χ =
1

2πi

∞∑
k=1

〈·, ϕk〉ϕk

T∫
0

t∫
0

∫
Γ

Rλ,kP1(λk)e
λ(t−s)dλϕ(s)dsdµ(t),

где 〈·, ·〉 — скалярное произведение в L2(Ω).
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Пример. Возьмем α = 5/2, m = 3, n = 1, r = 1, α1 = 2/3, β1 = 1/2,

P1(λ) = λ2, P 1
2 (λ) = b1λ+b2λ

2, P 2
2 (λ) ≡ 0, P 1

3 (λ) = c0 +c2λ
2, P 1

4 (λ) = d0 +d1λ,

d = 1, Ω = (0, π), ρ = 1, Aw = ∂2w
∂ξ2 , B1 = I, µ — функция единичного скачка

в точке t0 ∈ (0, T ]. Тогда m = 0, m = 1, m∗ = 1, λk = −k2 при k ∈ N, задача

(1.8.4)–(1.8.7) имеет вид

D
5/2
t

∂4v
∂ξ4 (ξ, t) =

(
b1

∂2

∂ξ2 + b2
∂4

∂ξ4

)
D

1/2
t v(s, t) +

(
c0 + c2

∂4

∂ξ4

)
D

2/3
t v(s, t)+

+
(
d0 + d1

∂2

∂ξ2

)
J

1/2
t v(ξ, t) + w(ξ), (ξ, t) ∈ (0, π)× [0, T ],

v(0, t) = v(π, t) = ∂2v
∂s2 (0, t) = ∂2v

∂s2 (π, t) = 0, t ∈ [0, T ],

D1/2v(ξ, 0) = v1(ξ), D3/2v(ξ, 0) = v2(ξ), ξ ∈ (0, π),

v(ξ, T ) = vT (ξ), ξ ∈ (0, π).

В данном случае ϕ ≡ 1, µ — функция единичного скачка в точке T , поэтому

необходимое и достаточное условие (1.8.8) корректности данной задачи имеет

вид

∃c > 0 ∀k ∈ N

∣∣∣∣∣∣
∫
Γ

(
k4λ3/2 + (b1k

2 − b2k
4)λ−1/2 − (c0 + c2k

4)λ−1/3−

−(d0 − d1k
2)λ−3/2

)−1
(eλT − 1)dλ

∣∣∣∣∣ > c.

1.8.3 Квазилинейное уравнение с многочленами

Пусть в условиях п. 1.8.1 m − 1 < α 6 m ∈ N, 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α,

ml−1 < αl 6 ml ∈ N, αl−ml 6= α−m, l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 > · · · > βr > 0,

γ1 < γ2 < · · · < γq < α, H : Ω× Rm+q+1 → R. Рассмотрим начально-краевую

задачу

Dα−m+k
t u(ξ, 0) = uk(ξ), k = µ∗0, µ

∗
0 + 1, . . . ,m− 1, ξ ∈ Ω, (1.8.9)

BlAku(ξ, t) = 0, k = 0, 1, . . . , ν − 1, l = 1, 2, . . . , ρ, (ξ, t) ∈ ∂Ω× (t0, t1],

(1.8.10)
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P1(A)Dα
t u(ξ, t) =

m−1∑
j=1

P j
2 (A)Dα−m+j

t u(ξ, t)+

+
n∑
l=1

P l
3(A)Dαl

t u(ξ, t) +
r∑
s=1

P s
4 (A)Jβst u(ξ, t)+

+H(ξ,Dα−m
t (ξ, t), . . . , Dα−1

t (ξ, t), Dγ1
t (ξ, t), . . . , D

γq
t (ξ, t)), (ξ, t) ∈ Ω× (t0, t1].

(1.8.11)

Положим ρ0 > 0, X := {v ∈ H2ρν+ρ0(Ω) : BlAkv(ξ) = 0, k = 0, 1, . . . , ν−1, l =

1, 2, . . . , ρ, ξ ∈ ∂Ω}, Y := Hρ0(Ω) — пространство СоболеваW ρ0
2 (Ω) при ρ0 > 0

или пространство Лебега L2(Ω), если ρ0 = 0; L := P1(A) ∈ L(X ;Y), Mj :=

P j
2 (A) ∈ L(X ;Y), j = 1, 2, . . . ,m − 1, Nl := P l

3(A) ∈ L(X ;Y), l = 1, 2, . . . , n,

Ss := P s
4 (A) ∈ L(X ;Y), s = 1, 2, . . . , r.

Если P1(λk) 6= 0 для всех k ∈ N, тогда существует обратный оператор

L−1 ∈ L(Y ;X ) и задача (1.8.9)–(1.8.11) представима в виде (1.7.7), (1.7.10),

где Z = X , Aj = L−1Mj ∈ L(Z), j = 1, 2, . . . ,m− 1, Bl = L−1Nl ∈ L(Z), l =

1, 2, . . . , n, Cs = L−1Ss ∈ L(Z), s = 1, 2, . . . , r, zk = uk(·), k = µ∗0, . . . ,m − 1,

F (x0, x1, . . . , xm+q) = L−1H(·, x0, x1, . . . , xm+q).

Сформулируем многократно используемую в данной главе теорему.

Теорема 1.8.1. [99]. Пусть Ω — ограниченная область в Rd с гладкой гра-

ницей, g ∈ C∞(Ω × Rd;R), l > d/2, отображение F действует по правилу

F (v1, v2, . . . , vd) = g(·, v1(·), v2(·), . . . , vd(·)). Тогда F ∈ C∞((H l(Ω))d;H l(Ω)).

Теорема 1.8.2. Пусть m − 1 < α 6 m ∈ N, 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α,

ml−1 < αl 6 ml ∈ N, αl−ml 6= α−m, l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 > · · · > βr > 0,

γ1 < γ2 < · · · < γq < α, спектр σ(A1) не содержит начало координат и

нулей многочлена P1, 4ρν + 2ρ0 > d, uk ∈ X , k = µ∗0, µ
∗
0 + 1, . . . ,m− 1, H ∈

C∞(Ω×Rm+q+1;R). Тогда для некоторого t1 > t0 существует единственное

решение задачи (1.8.9)–(1.8.11).

Доказательство. В этой задаче областью определения нелинейного опера-

тора является Z = Xm+q+1 и в силу неравенства 4ρν + 2ρ0 > d по теореме

1.8.1 имеем H(·, x0(·), x1(·), . . . , xm+q(·)) ∈ C∞(Xm+q+1;H2ρν+ρ0(Ω)), следова-

тельно, F (x0(·), . . . , xm+q(·)) := L−1H(·, x0(·), . . . , xm+q(·)) ∈ C∞(Xm+q+1;X ).
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Тогда по теореме 1.7.1 получаем утверждение этой теоремы.

Пример. Возьмем α = 5/2, m = 3, n = r = q = 1, α1 = 2/3, β1 = 1/2,

γ1 = 7/3, ν = 2, P1(λ) = λ2, P 1
2 (λ) = b0 + b1λ+ b2λ

2, P 2
2 (λ) ≡ 0, P 1

3 (λ) = c0 +

c1λ+ c2λ
2, P 1

4 (λ) = d0 +d1λ+d2λ
2, d = 1, Ω = (0, π), ρ = 1, Au = ∂2u

∂ξ2 , B1 = I.

Тогда α := max ∅ := 0, m := d0e = 0, α := 2/3, m := d2/3e = 1, m∗ = 1,

µ∗ = µ∗0 = 2, задача (1.8.9)–(1.8.11) примет вид задачи без начальных условий

(т. е. 3 начальных условия с необходимостью должны быть нулевыми)

D
5/2
t

∂4u

∂ξ4
(ξ, t) =

(
b0 + b1

∂2

∂ξ2
+ b2

∂4

∂ξ4

)
D

1/2
t u(ξ, t)+

+

(
c0 + c1

∂2

∂ξ2
+ c2

∂4

∂ξ4

)
D

2/3
t u(ξ, t) +

(
d0 + d1

∂2

∂ξ2
+ d2

∂4

∂ξ4

)
J

1/2
t u(ξ, t)+

+F (ξ, J
1/2
t u(ξ, t), D

1/2
t u(ξ, t), D

3/2
t u(ξ, t), D

7/3
t u(ξ, t)), (ξ, t) ∈ (0, π)× (t0, t1],

u(0, t) = u(π, t) =
∂2u

∂ξ2
(0, t) =

∂2u

∂ξ2
(π, t) = 0, t ∈ (t0, t1].

1.8.4 Некоторые системы уравнений теории вязкоупругости

Рассмотрим начально-краевую задачу

Dα−m+k
t v(ξ, 0) = vk(ξ), ξ ∈ Ω, k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1, (1.8.12)

v(ξ, t) = 0, (ξ, t) ∈ ∂Ω× (0, T ], (1.8.13)

Dα
t v(ξ, t) = χDδ1

t ∆v(ξ, t) + νDδ2
t ∆v(ξ, t) + κDδ3

t ∆v(ξ, t)−
−r(ξ, t) + g(ξ, t), (ξ, t) ∈ Ω× (0, T ],

(1.8.14)

∇ · v(ξ, t) = 0, (ξ, t) ∈ Ω× (0, T ], (1.8.15)

в ограниченной области Ω ⊂ Rd с гладкой границей ∂Ω, α, χ, ν, κ ∈ R, δi ∈ R,

i = 1, 2, 3, m − 1 < max{α, δ1, δ2, δ3} 6 m ∈ N, некоторые или все числа δi
могут быть отрицательными. Здесь Dβ

t — дробная производная Римана —

Лиувилля порядка β > 0 (или дробный интеграл Римана — Лиувилля поряд-

ка −β > 0 в случае β < 0) по переменной t, m∗ — дефект задачи типа Коши.

Неизвестными являются вектор-функции скорости v = (v1, v2, . . . , vd) и гра-

диента давления r = (r1, r2, . . . , rd) = ∇p, вектор-функция g : Ω× [0, T ]→ Rd

задана.
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Если α = δ1 = 1, δ2 = 0, δ3 < 0, то система (1.8.14), (1.8.15) представ-

ляет собой аналог линеаризации обобщенной системы уравнений Осколкова

динамики вязкоупругой жидкости с ядром h(s, t) = κ(t−s)−δ3−1/Γ(−δ3) в ин-

тегральном операторе (см. систему (2.1.1), (2.1.2) в [15]). При α = 1, δ1 > 0,

δ2 = 0, ν 6= 0, κ = 0 (1.8.14), (1.8.15) есть аналог линеаризованной систе-

мы динамики жидкости Кельвина — Фойгта [30, 112]; если при этом ν = 0,

то (1.8.14), (1.8.15) — линеаризованная система динамики жидкости Скотт-

Блэра.

Положим L2 := (L2(Ω))n, Hl := (H l(Ω))n := (W l
2(Ω))n, l ∈ N, замы-

кание линеала L := {z ∈ (C∞0 (Ω))n : ∇ · z = 0} в норме пространства L2

обозначим через Hσ, а в норме H1 — через H1
σ. Введем также обозначения

H2
σ := H1

σ ∩ H2, Hπ — ортогональное дополнение к Hσ в пространстве L2,

Σ : L2 → Hσ, Π = I − Σ — соответствующие ортопроекторы.

Оператор B := Σ∆, расширенный до замкнутого в пространстве Hσ с

областью определения H2
σ, имеет вещественный отрицательный дискретный

конечнократный спектр, сгущающийся только на −∞ [24].

Подействуем на уравнение (1.8.14) поочередно проекторами Σ и Π и

получим, что система (1.8.14), (1.8.15) эквивалентна уравнению

Dα
t v(ξ, t) = χDδ1

t Bv(ξ, t) + νDδ2
t Bv(ξ, t) + κDδ3

t Bv(ξ, t)+

+Σg(ξ, t), (ξ, t) ∈ Ω× (0, T ],
(1.8.16)

так как, решив его, найдем функцию

r(ξ, t) = χDδ1
t Π∆v(ξ, t) + νDδ2

t Π∆v(ξ, t) + κDδ3
t Π∆v(ξ, t) + Πg(ξ, t),

(ξ, t) ∈ Ω × (0, T ]. Поэтому рассмотрим начально-краевую задачу (1.8.12),

(1.8.13), (1.8.16).

Теорема 1.8.3. Пусть δ1 > α > δ2 > δ3, m − 1 < δ1 6 m ∈ N, χ, ν, κ ∈ R,
χ 6= 0, vk ∈ L2 при k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m − 1, B−1Σg ∈ C([0, T ];Hσ). Тогда

задача (1.8.12)–(1.8.15) имеет единственное решение.
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Доказательство. Перепишем уравнение (1.8.16) в виде

Dδ1
t v(ξ, t) = χ−1Dα

t B
−1v(ξ, t)− χ−1νDδ2

t v(ξ, t)− χ−1κDδ3
t v(ξ, t)−

−χ−1B−1Σg(ξ, t), (ξ, t) ∈ Ω× (0, T ].
(1.8.17)

Возьмем X = Hσ, B1 = χ−1Dα
t B
−1, B2 = −χ−1νI, B3 = −χ−1κI ∈ L(Hσ),

тогда по теореме 1.4.1 при любых vm∗, . . . , vm−1 ∈ L2, B−1Σg ∈ C([0, T ];Hσ)

существует единственное решение начально-краевой задачи (1.8.12), (1.8.13),

(1.8.17), а потому и задачи (1.8.12)–(1.8.15).
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2 Уравнения с неограниченными операторами

В этом параграфе исследуются однородное и неоднородное уравнения с ли-

нейными замкнутыми операторами в банаховом пространстве Z . Вводится в

рассмотрение класс An,rα (θ0, a0) наборов линейных замкнутых плотно опреде-

ленных операторов, θ0 ∈ (π/2, π), a0 > 0, пересечение областей определения

которых плотно в пространстве Z и снабжено нормой, представляющей собой

сумму норм графиков этих операторов. Показано, что принадлежность набо-

ра операторов классуAn,rα (θ0, a0) необходима и достаточна для существования

единственного классического решения однородного уравнения, при этом ре-

шение аналитически продолжимо в сектор {t ∈ C : | arg t| < θ0− π/2, t 6= 0}.
Предложенный класс An,rα (θ0, a0) обобщает класс операторов Aα(θ0, a0) (см.

[38, 79]), в который он переходит, если все операторы равны нулю, кроме

оператора при искомой функции. Однозначная разрешимость задачи типа

Коши для линейных и нелинейных уравнений с производной Римана — Ли-

увилля и оператором из Aα(θ0, a0) в правой части исследовались в рабо-

тах [1, 61,88,89,95].

2.1 Секториальные наборы операторов

и аналитические разрешающие семейства операторов

Пусть A1, A2, . . . , Am−1, B1, B2, . . . , Bn, C1, C2, . . . , Cr — замкнутые линейные

операторы с областями определения DA1
, DA2

, . . . , DAm−1
, DB1

, DB2
, . . . , DBn,

DC1
, DC2

, . . . , DCr соответственно. Обозначим

D :=
m−1⋂
j=1

DAj ∩
n⋂
l=1

DBl ∩
r⋂
s=1

DCs,

Rλ :=

(
λαI −

m−1∑
j=1

λα−m+jAj −
n∑
l=1

λαlBl −
r∑
s=1

λ−βsCs

)−1

: Z → D.

Снабдим множество D нормой

‖ · ‖D = ‖ · ‖Z +
m−1∑
j=1

‖Aj · ‖Z +
n∑
l=1

‖Bl · ‖Z +
r∑
s=1

‖Cs · ‖Z ,
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относительно которой D является банаховым пространством, так как пред-

ставляет собой пересечение банаховых пространств DA1
, DA2

, . . . , DAm−1
, DB1

,

DB2
, . . . , DBn, DC1

, DC2
, . . . , DCr с соответствующими нормами графиков.

Пусть θ0 ∈ (π/2, π), a0 > 0. Через An,rα (θ0, a0) обозначим класс опера-

торов A1, A2, . . . , Am−1, B1, B2, . . . , Bn, C1, C2, . . . , Cr ∈ Cl(Z), для которых

выполняются следующие условия:

(i) D плотно в Z ;
(ii) при всех λ ∈ Sθ0,a0 := {µ ∈ C : | arg(µ−a0)| < θ0}, p = m∗, . . . ,m−1

существуют операторы

Rλ ·

(
I −

m−1∑
j=p+1

λj−mAj

)
∈ L(Z);

(iii) при любых θ ∈ (π/2, θ0), a > a0 существует такое K(θ, a), что для

всех λ ∈ Sθ,a, p = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1∥∥∥∥∥Rλ ·

(
I −

m−1∑
j=p+1

λj−mAj

)∥∥∥∥∥
L(Z)

6
K(θ, a)

|λ− a|α−m+p+1|λ|m−p−1
.

Здесьm∗ определяется по числам α, α1, α2, . . . , αn (см. уравнение (2.1.1))

так же, как и в §1.2, §1.3.

Замечание 2.1.1. Из условия (ii) сразу следует, что Rλ ∈ L(Z) (при p =

m− 1) и RλAp ∈ L(Z) при всех p = m∗ + 1,m∗ + 2, . . . ,m− 1, так как

Rλ ·

(
I −

m−1∑
j=p+1

λj−mAj

)
−Rλ ·

(
I −

m−1∑
j=p

λj−mAj

)
= λp−mRλAp.

Замечание 2.1.2. При βr = 0 выполняется условие (0, . . . , 0, Cr) ∈ An,rα (θ0, a0)

тогда и только тогда, когда Cr ∈ Aα(θ0, a0) (см. работы [1, 38, 61, 88, 89, 95]),

при α = 1 такие операторы называются секториальными [16,104].

Пусть m− 1 < α 6 m ∈ N, 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α, ml − 1 < αl 6

ml ∈ N, αl −ml 6= α−m, l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 > · · · > βr > 0. Рассмотрим

однородное уравнение

Dα
t z(t) =

m−1∑
j=1

AjD
α−m+j
t z(t) +

n∑
l=1

BlD
αl
t z(t) +

r∑
s=1

CsJ
βs
t z(t), t ∈ R+, (2.1.1)
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с начальными условиями

Dα−m+k
t z(0) = zk, k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1, (2.1.2)

где операторы Aj, j = 1, 2, . . . ,m−1, Bl, l = 1, 2, . . . , n, Cs, s = 1, 2, . . . , r, ли-

нейны и замкнуты в банаховом пространстве Z , имеют плотные в Z области

определения, m∗ — дефект задачи Коши.

Под решением уравнения (2.1.1) будем понимать такую функцию z :

R+ → Z , что Jm−αt z ∈ Cm(R+;Z), Jml−αl
t z ∈ Cml(R+;Z), l = 1, 2, . . . , n,

Jβst z ∈ C(R+;Z), s = 1, 2, . . . , r, и выполняется равенство (2.1.1) при t ∈
R+. Решением задачи (2.1.2) для уравнения (2.1.1) называется такое решение

z : R+ → Z уравнения (2.1.1), что Jm−αt z ∈ Cm−1(R+;Z) и выполняются

равенства (2.1.2).

Замечание 2.1.3. Как и в первой главе, подразумевается, что решение за-

дачи (2.1.1), (2.1.2) по умолчанию удовлетворяет начальным условиям

Dα−m+k
t z(0) = 0, k = 0, 1 . . . ,m∗ − 1.

Как показано в первой главе, это необходимые условия на решение задачи

(2.1.1), (2.1.2).

Пусть p ∈ {0, 1, . . . ,m − 1}. Семейство операторов {Sp(t) ∈ L(Z) :

t > 0} называется p-разрешающим для уравнения (2.1.1), если выполняются

следующие условия:

(i) {Sp(t) ∈ L(Z) : t > 0} сильно непрерывно при t > 0;

(ii) при t > 0 Sp(t)[DAj ] ⊂ DAj , Sp(t)Ajx = AjSp(t)x для всех x ∈ DAj ,

j = 1, 2, . . . ,m − 1; Sp(t)[DBl] ⊂ DBl, Sp(t)Blx = BlSp(t)x для всех x ∈ DBl,

l = 1, 2, . . . , n; Sp(t)[DCs] ⊂ DCs, Sp(t)Csx = CsSp(t)x для всех x ∈ DCs,

s = 1, 2, . . . , r;

(iii) при любом zp ∈ D Sp(t)zp является решением задачи (2.1.1), (2.1.2)

при zl = 0 для всех l ∈ {0, 1, . . . ,m− 1} \ {p}.

Замечание 2.1.4. Из понятия дефекта следует, что решением задачи (2.1.1),

(2.1.2) при zl = 0 для всех l ∈ {0, 1, . . . ,m − 1} \ {p}, p = 0, 1, . . . ,m∗ − 1
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является нулевым, поэтому p-разрешающие семейства задачи (2.1.1), (2.1.2)

тривиальны при p = 0, 1, . . . ,m∗ − 1, т. е. Sp ≡ 0.

p-Разрешающее семейство операторов при p ∈ {0, 1, . . . ,m − 1} назы-

вается аналитическим, если оно имеет аналитическое продолжение в сектор

Σψ0
:= {t ∈ C : | arg t| < ψ0, t 6= 0} при некотором ψ0 ∈ (0, π/2]. Аналити-

ческое p-разрешающее семейство операторов {Sp(t) ∈ L(Z) : t > 0} имеет

тип (ψ0, a0, β) при некоторых ψ0 ∈ (0, π/2], a0 ∈ R, β > −1, если для любых

ψ ∈ (0, ψ0), a > a0 существует такое C(ψ, a), что при всех t ∈ Σψ справедливо

неравенство ‖Sp(t)‖L(Z) 6 C(ψ, a)|t|βeaRe t.

2.2 Преобразование Лапласа аналитической в секторе функции

Теорема 2.2.1. Пусть θ0 ∈ (π/2, π], a ∈ R, β > −1, X — банахово про-

странство, задано отображение H : (a,∞) → X . Тогда следующие утвер-

ждения эквивалентны.

(i) Существует аналитическая функция F : Σθ0−π/2 → X , для кото-

рой при любом θ ∈ (π/2, θ0) существует такое C(θ) > 0, что при всех t ∈
Σθ−π/2 выполняется неравенство ‖F (t)‖X 6 C(θ)|t|βeaRe t; L[F ](λ) = H(λ)

при λ > a.

(ii) Отображение H аналитически продолжимо на Sθ0,a; при каждом

θ ∈ (π/2, θ0) существует такое K(θ) > 0, что для всех λ ∈ Sθ,a

‖H(λ)‖X 6
K(θ)

|λ− a|1+β
.

Доказательство. Пусть справедливо утверждение (i), π/2 < θ < θ0 6 π,

δ > 0, γδ± = (0, δ] ∪ {δ + re±i(θ−π/2) : r ∈ (0,∞)}. По теореме Коши при всех

λ > a

L[F ](λ) =

∞∫
0

F (t)e−λtdt =

∫
γδ±

F (τ)e−λτdτ =

=

δ∫
0

F (t)e−λtdt+ e±i(θ−π/2)

∞∫
0

F (δ + re±i(θ−π/2))e−λ(δ+re±i(θ−π/2))dr.
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Устремим δ → 0+, тогда

L[F ](λ) = e±i(θ−π/2)

∞∫
0

F (re±i(θ−π/2))e−λre
±i(θ−π/2)

dr := H±(λ),

поскольку ‖F (δ + re±i(θ−π/2))e−λ(δ+re±i(θ−π/2))‖X 6 C(θ)C1r
βe(a−λ)r cos(θ−π/2) при

δ ∈ [0, 1], ∥∥∥∥∥∥
δ∫

0

F (t)e−λtdt

∥∥∥∥∥∥
X

6 C1δ
1+β → 0 при δ → 0 + .

Возьмем такие ε ∈ (0, θ0−π/2) и λ ∈ C, что arg(λ−a) ∈ (−θ+ε, π−θ−ε);
тогда arg((λ− a)ei(θ−π/2)) ∈ (−π/2 + ε, π/2− ε), следовательно, выполняются

неравенства Re((λ − a)ei(θ−π/2)) > |λ − a| sin ε, ‖F (rei(θ−π/2))e−λre
i(θ−π/2)‖X 6

C(θ)rβe−r|λ−a| sin ε. Поэтому интеграл H+(λ) абсолютно сходится и определяет

аналитическую функцию в секторе {λ ∈ C : arg(λ−a) ∈ (−θ+ε, π−θ−ε), λ 6=
a}, в котором

‖H+(λ)‖X 6 C(θ)

∞∫
0

rβe−r|λ−a| sin εdr =
C(θ) sin−β−1εΓ(1 + β)

|λ− a|1+β
:=

K(θ)

|λ− a|1+β
.

Аналогично может быть показано, что H−(λ) определяет аналитиче-

скую функцию в {λ ∈ C : arg(λ − a) ∈ (−π + θ + ε, θ − ε), λ 6= a}, в ко-

тором выполняется неравенство ‖H−(λ)‖X 6 K(θ)|λ − a|−β−1. Так как H+

и H− являются аналитическими продолжениями функции L[F ], определен-

ными на (a,+∞), по теореме об аналитическом продолжении они опреде-

ляют аналитическую функцию H на Sθ−ε,a, удовлетворяющую неравенству

‖H(λ)‖X 6 K(θ)|λ − a|−β−1. Так как θ ∈ (π/2, θ0) и ε ∈ (0, θ0 − π/2) произ-

вольны, утверждение (ii) выполняется.

Пусть выполняется утверждение (ii). Возьмем θ ∈ (π/2, θ0), δ > 0 и

ориентированный контур Γ = Γ− ∪Γ0 ∪Γ+, где Γ± := {a+ re±iθ : r ∈ [δ,∞)},
Γ0 := {a+δeiϕ : ϕ ∈ (−θ, θ)}. При ε ∈ (0, θ−π/2), t ∈ Σθ−π/2−ε, λ ∈ Γ± имеем

Re(λt) = aRe t+ r|t| cos(arg t± θ) 6 aRe t− r|t| sin ε.
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Поэтому ‖H(λ)eλt‖X 6 K(θ)r−β−1eaRe te−r|t| sin ε, интеграл

F (t) :=
1

2πi

∫
Γ

H(λ)eλtdλ

абсолютно сходится, равномерно на компактных подмножествах множества

Σθ0−π/2. Следовательно, интеграл определяет аналитическую функцию в сек-

торе Σθ0−π/2.

Возьмем θ ∈ (π/2, θ0), t ∈ Σθ−π/2, ε ∈ (0, θ − π/2 − | arg t|), δ = |t|−1,

тогда∥∥∥∥∥ 1

2πi

∫
Γ0

H(λ)eλtdλ

∥∥∥∥∥
X

6
K(θ)|t|β

2π

θ∫
−θ

eaRetecos(arg t+ϕ)dϕ 6 K(θ)|t|βe1+aRet,

∥∥∥∥∥ 1

2πi

∫
Γ±

H(λ)eλtdλ

∥∥∥∥∥
X

6
K(θ)

2π

∞∫
1/|t|

r−β−1eaRete−r|t| sin εdr 6

6
K(θ)eaRet sin1+β ε|t|1+β

2π

∞∫
1/|t|

e−r|t| sin εdr =
K(θ) sinβ ε

2π
|t|βeaRet,

поэтому ‖F (t)‖X 6 C(θ − ε)|t|βeaRet при всех t ∈ Σθ−ε−π/2.

По теореме Фубини и теореме о вычетах при λ > a

L[F ] =
1

2πi

∫
Γ

H(µ)dµ

λ− µ
= H(λ)−

− lim
R→∞

∫
Γ0
R

H(µ)dµ

λ− µ
−
∫
Γ+
R

H(µ)dµ

λ− µ
−
∫
Γ−
R

H(µ)dµ

λ− µ

 ,

где Γ0
R := {a+Reiϕ : ϕ ∈ (−θ, θ)}, Γ±R := {a+ re±iθ : r ∈ [R,∞)}. При этом∥∥∥∥∥

∫
Γ0
R

H(µ)dµ

λ− µ

∥∥∥∥∥
X

6

θ∫
−θ

R−βK(θ)dϕ

|a+Reiϕ − λ|
→ 0,

∥∥∥∥∥
∫
Γ±
R

H(µ)dµ

λ− µ

∥∥∥∥∥
X

6

∞∫
R

r−β−1K(θ)dr

|a+ re±iθ − λ|
6 C1

∞∫
R

r−β−2dr → 0,

при R→∞, поскольку β > −1. Таким образом, L[F ] ≡ H.
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Замечание 2.2.1. При β = 0 это утверждение совпадает с теоремой 2.6.1

из [77] и с теоремой 0.1 из [128]. При β ∈ (−1, 0) такая теорема была доказана

в работе [93].

2.3 Критерий существования разрешающих семейств операторов

Теорема 2.3.1. Пусть m− 1 < α 6 m ∈ N, Aj ∈ Cl(Z), j = 1, 2, . . . ,m− 1,

α1 < α2 < · · · < αn < α, ml − 1 < αl 6 ml ∈ N, αl −ml 6= α−m, Bl ∈ Cl(Z),

l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 > · · · > βr > 0, Cs ∈ Cl(Z), s = 1, 2, . . . , r, D плот-

но Z. Тогда существуют p-разрешающие семейства операторов {Sp(t) ∈
L(Z) : t > 0} уравнения (2.1.1) типа (θ0, a0, α−m+p), p = m∗, . . . ,m−1, если

и только если (A1, A2, . . . , Am−1, B1, B2, . . . , Bn, C1, C2, . . . , Cr) ∈ An,rα (θ0, a0).

При этом для p = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1

Sp(t) = Zp(t) :=
1

2πi

∫
Γ

λm−1−pRλ

(
I −

m−1∑
j=p+1

λj−mAj

)
eλtdλ,

где Γ := Γ+ ∪ Γ− ∪ Γ0, Γ0 := {λ ∈ C : |λ − a| = r0 > 0, arg λ ∈ (−θ, θ)},
Γ± := {λ ∈ C : arg(λ − a) = ±θ, |λ − a| ∈ [r0,∞)}, θ ∈ (π/2, θ0), a > a0,

r0 > 0.

Если zp ∈ D, p = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1, то существует единственное

решение задачи (2.1.1), (2.1.2), при этом оно имеет вид

z(t) =
m−1∑
p=m∗

Zp(t)zp.

Решение аналитически продолжимо в сектор Σθ0−π/2.

Доказательство. Если существует аналитическое p-разрешающее семейство

операторов типа (θ0, a0, α − m + p) уравнения (2.1.1), zp ∈ D, то Sp(t)zp

является решением задачи (2.1.1), (2.1.2) с начальными данными zk = 0,

k ∈ {m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1} \ {p}, следовательно, в силу равенства (2.1.1)

λαŜp(λ)zp − λm−1−pzp =
m−1∑
j=1

λα−m+jAjŜp(λ)zp −
m−1∑
j=p+1

λj−1−pAjzp+
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+
n∑
l=1

λαlBlŜp(λ)zp +
r∑
s=1

λ−βsCsŜp(λ)zp.

Отсюда следует, что при соответствующих λ

R−1
λ Ŝp(λ)zp = Ŝp(λ)R−1

λ zp =

(
λm−1−pI −

m−1∑
j=p+1

λj−1−pAj

)
zp. (2.3.3)

Аналогично получим по определению q-разрешающего семейства при q =

p+ 1, p+ 2, . . . ,m− 1 равенства

Ŝq(λ)zq = Rλ

(
λm−1−qI −

m−1∑
j=q+1

λj−1−qAj

)
zq =

= λp−qŜp(λ)zq +Rλ

q∑
j=p+1

λj−1−qAjzq. (2.3.4)

Поэтому по теореме 2.2.1 (A1, A2, . . . , Am−1, B1, B2, . . . , Bn, C1, C2, . . . , Cr) ∈
An,rα (θ0, a0).

Докажем обратное утверждение. Заметим, что в силу определения при

λ ∈ Γ∥∥∥∥∥λm−αRλ

(
λα−1−pI −

m−1∑
j=p+1

λα−m−1+j−pAj

)∥∥∥∥∥
L(Z)

6
K(θ, a)

|λ− a|α−m+p+1
.

Рассмотрим интеграл, задающий Zp(t) при t > 0, на части контура Γ+, возь-

мём λ = a + reiθ и получим для нормы этого интеграла при p = 0 оценку

сверху

c1e
at

+∞∫
r0

rm−α−1ert cos θdr 6 c1e
at

+∞∫
tr0c2

τm−α−1e−τ

tm−αcm−α2

dτ 6
c1c

α−m
2 Γ(m− α)eat

tm−α
,

где c2 = | cos θ|, и при p = 1, 2, . . . ,m− 1

c1e
at

+∞∫
r0

rm−α−1−pe−c2rtdr = −c1e
atrm−α−p0 e−c2r0t

m− α− p
−

− c1e
atrm−α−p−1

0 c2te
−c2r0t

(m− α− p)(m− α− p− 1)
− · · ·−
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− c1e
atrm−α−1

0 (c2t)
p−1e−c2r0t

(m− α− p)(m− α− p− 1) . . . (m− α− 1)
+

+
c1e

at(c2t)
p

(m− α− p)(m− α− p− 1) . . . (m− α− 1)

+∞∫
r0

e−c2rtrm−α−1dr 6 c3t
α−m+peat.

На контуре Γ− имеем аналогичные неравенства. Такая оценка для нормы

интеграла на части контура Γ0 получится после подстановки λ = a+ r0e
iϕ и

будет иметь вид при p = 0, 1, . . . ,m− 1

c1r
m−α−1−p
0 eat

θ∫
−θ

etr0 cosϕdϕ 6 2πc1r
m−α−1−p
0 e(a+r0)t.

В итоге

‖Zp(t)‖L(Z) 6 Ctα−m+pe(a+r0)t (2.3.5)

при p = 0, 1, 2, . . . ,m−1, и к функциям Zp можно применять преобразование

Лапласа. Кроме того, из оценок (2.3.5) следует, что семейства операторов

{Zp(t) : t > 0}, p = 0, 1, . . . ,m − 1, могут быть аналитически продолжены в

сектор {t ∈ C : | arg t| < θ0, t 6= 0}, учитывая произвольность θ ∈ (π/2, θ0).

При µ ∈ C, взятом правее контура Γ,∥∥∥∥∥λm−αRλ

µ− λ
·

(
λα−1−pI −

m−1∑
j=p+1

λα−m−1+j−pAj

)∥∥∥∥∥
L(Z)

6
K(θ, a)

|λ− a|α−m+p+1|µ− λ|
,

при этом 2 + p+ α−m > 1, поэтому функции

L[Zp](µ) =
1

2πi

∫
Γ

λm−αRλ

µ− λ
·

(
λα−1−pI −

m−1∑
j=p+1

λα−m−1+j−pAj

)
dλ =

= µm−1−pRµ

(
I −

m−1∑
j=p+1

µj−mAj

)
являются аналитическими в части плоскости C, ограниченной слева конту-

ром Γ. Поскольку θ и a можно взять сколь угодно близкими к θ0 и a0 соот-

ветственно, то L[Zp](µ) аналитичны в Sθ0,a0 при p = m∗,m∗ + 1, . . . ,m − 1.

Используя этот факт, нетрудно показать, что значение Zp(t) не зависит от

выбора параметров θ ∈ (π/2, θ0), a > a0.
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Зададим контуры Γ1
R := {λ ∈ C : arg(λ − a) = ±θ, |λ − a| ∈ [r0, R]},

Γ2
R := {λ ∈ C : |λ− a| = R > 0, arg λ ∈ (−θ, θ)}, Γ3

R := {λ ∈ C : arg(λ− a) =

±θ, |λ− a| ∈ (R,∞)}, Γ4
R := {λ ∈ C : arg(λ− a) = ±θ, |λ− a| ∈ (−R,−∞)},

ΓR = Γ0 ∪ Γ1
R ∪ Γ2

R — замкнутый положительно ориентированный контур.

Тогда Γ = ΓR ∪ Γ3
R ∪ Γ4

R \ Γ2
R. При p = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1, zp ∈ D

L
[
Jm−αt Zp

]
(µ) = µα−1−pRµ

(
I −

m−1∑
j=p+1

µj−mAj

)
,

Jm−αt Zp(t)zp =
1

2πi

∫
Γ

Rλ

(
λαI −

m−1∑
j=p+1

λα−m+jAj

)
eλtdλ

λp+1
zp =

1

2πi

∫
Γ

eλtdλ

λp+1
zp+

+
1

2πi

∫
ΓR

Rλ

(
p∑
j=1

λα−m+jAj +
n∑
l=1

λαlBl +
r∑
s=1

λ−βsCs

)
eλtdλ

λp+1
zp+

+
1

2πi

∫
Γ3
R∪Γ4

R

Rλ

(
p∑
j=1

λα−m+jAj +
n∑
l=1

λαlBl +
r∑
s=1

λ−βsCs

)
eλtdλ

λp+1
zp−

− 1

2πi

∫
Γ2
R

Rλ

(
p∑
j=1

λα−m+jAj +
n∑
l=1

λαlBl +
r∑
s=1

λ−βsCs

)
eλtdλ

λp+1
zp,

∥∥∥∥∥∥∥
∫
ΓsR

Rλ

(
p∑
j=1

λα−m+jAj +
n∑
l=1

λαlBl +
r∑
s=1

λ−βsCs

)
dλ

λp+1
zp

∥∥∥∥∥∥∥
Z

6

6 c1

∫
ΓsR

(
p∑
j=1

|λ|−m+j‖Ajzp‖Z +
n∑
l=1

|λ|αl−α‖Blzp‖Z+

+
r∑
s=1

|λ|−βs−α‖Cszp‖Z

)
|dλ|
|λ|p+1

→ 0

при R→∞, так как p+1+m−p = m+1 > 1, p+1+α−αl > 1+α−αl > 1,

p+ 1 + α + βs > 1. Поэтому по теореме о вычетах Jm−αt Z0(0)z0 = z0, z0 ∈ D,
Jm−αt Zp(0)zp = 0, zp ∈ D, p = 1, 2, . . . ,m− 1.

Далее, пусть m∗ = 0, т. е. m 6 1, m = 0. Это означает, что αl −ml <

α −m и αl < 1 для всех l = 1, 2, . . . , n. Тогда при α > 1 имеем α − αl > 1 и
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при z0 ∈ D с учетом равенства (1.1.1)

L
[
Dα−m+1
t Z0(t)z0

]
(µ) = µαRµ

(
z0 −

m−1∑
j=1

µj−mAjz0

)
− z0 =

= Rµ

(
n∑
l=1

µαlBl +
r∑
s=1

µ−βsCs

)
z0,

Dα−m+1
t Z0(t)z0 =

1

2πi

∫
Γ

Rλ

(
n∑
l=1

λαlBl +
r∑
s=1

λ−βsCs

)
eλtz0dλ,

поэтому Dα−m+1
t Z0(0)z0 = 0. Продолжая этот процесс, на m-м шаге получим

Dα−1
t Z0(t)z0 =

1

2πi

∫
Γ

Rλ

(
n∑
l=1

λαl+m−2Bl +
r∑
s=1

λ−βs+m−2Cs

)
eλtz0dλ,

Dα−1
t Z0(0)z0 = 0, так как ml 6 1, αl +m− 2− α < ml − 2 6 −1.

Пустьm∗ 6 p, т. е.m 6 p+1,m 6 p, тогда αl < p+1 при αl−ml < α−m,

а также αl 6 p при αl − ml > α − m. Получаем при p = 1, 2, . . . ,m − 1,

q = 1, 2, . . . , p, zp ∈ D

Dα−m+q
t Zp(t)zp =

1

2πi

∫
Γ

eλtdµ

λp−q+1
zp+

+
1

2πi

∫
Γ

Rλ

(
p∑
j=1

λα−m+jAj +
n∑
l=1

λαlBl +
r∑
s=1

λ−βsCs

)
eλtzpdλ

λp−q+1
,

следовательно, при q < p Dα−m+q
t Zp(0)zp = 0, так как p− q + 1 > 2. Отсюда

же видно, что Dα−m+p
t Zp(0)zp = zp по теореме о вычетах и в силу неравенств

m− p+ 1 > 1, α− αl + 1 > 1, α + βs + 1 > 1.

При p 6 m− 2, zp ∈ D имеем

L
[
Dα−m+p+1
t Zp(t)zp

]
(µ) = µαRµ

(
zp −

m−1∑
j=p+1

µj−mAjzp

)
− zp =

= Rµ

(
p∑
j=1

µα−m+jAj +
n∑
l=1

µαlBl +
r∑
s=1

µ−βsCs

)
zp,

Dα−m+p+1
t Zp(t)zp =
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=
1

2πi

∫
Γ

Rλ

(
p∑
j=1

λα−m+jAj +
n∑
l=1

λαlBl +
r∑
s=1

λ−βsCs

)
eλtzpdλ.

При этом j −m 6 p−m 6 −2, для αl −ml < α−m выполняется

α− αl > m−ml > m−m > m− (p+ 1) > m− (m− 2)− 1 = 1,

а для αl−ml > α−m справедливы неравенства α−αl > α−p > α−m+2 > 1.

Следовательно, α > 1, Dα−m+p+1
t Zp(0)zp = 0. Продолжая процесс, получим

при p 6 m− 3, q = p+ 2, p+ 3, . . . ,m− 1

Dα−m+q
t Zp(t)zp =

=
1

2πi

∫
Γ

λq−p−1Rλ

(
p∑
j=1

λα−m+jAj +
n∑
l=1

λαlBl +
r∑
s=1

λ−βsCs

)
eλtzpdλ,

j −m+ q − p− 1 6 q −m− 1 6 −2, для αl −ml < α−m имеем

p+ 1− q + α− αl > p+ 2−m+m−ml = p+ 2−ml > 1,

а для αl −ml > α−m выполняется

p+ 1− q + α− αl > p+ 2−m+ α− p = 2−m+ α > 1.

Так как p+ 1− q < 0, из полученного следует, что α > 1, Dα−m+q
t Zp(0)zp = 0.

Далее, в силу следствий 1.2.1, 1.2.2 lim
t→0+

Dαl−ml+k
t Zp(t)zp = 0 при zp ∈ D,

l = 1, 2, . . . , n, поэтому

L [Dα
t Zp(t)zp] (µ) = µαL[Zp(t)zp](µ)− µm−1−pzp =

= µαRµ

(
µm−1−pzp −

m−1∑
j=p+1

µj−1−pAjzp

)
− µm−1−pzp =

=

(
m−1∑
j=1

µα−m+jAj +
n∑
l=1

µαlBl +
r∑
s=1

µ−βsCs

)
µm−1−p×

×Rµ

(
zp −

m−1∑
j=p+1

µj−mAjzp

)
−

m−1∑
j=p+1

µj−1−pAjzp =



71

= L

[
m−1∑
j=1

AjD
α−m+j
t Zp(t)zp +

n∑
l=1

BlD
αl
l Zp(t)zp +

r∑
s=1

CsJ
βs
t Zp(t)zp

]
(µ).

Подействовав обратным преобразованием Лапласа на данное равенство, по-

лучим, что Zp(t)zp при zp ∈ D является решением уравнения (2.1.1) при t > 0,

p = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1.

Пусть z1(t) и z2(t) — два решения задачи (2.1.1), (2.1.2) на R+. Зафик-

сируем T > 0, тогда y(t) = z1(t)− z2(t) — решение задачи (2.1.1), (2.1.2) при

zp = 0, p = m∗,m∗+1, . . . ,m−1, на интервале (0, T ). Доопределим функцию

y нулем при t ∈ [T,+∞). Такая функция ограничена и также является реше-

нием этой задачи при всех t > 0, кроме, может быть, t = T . Заметим, что в

силу следствий 1.2.1, 1.2.2 lim
t→0+

Dαl−ml+k
t y(t) = 0, l = 1, 2, . . . , n. Подействуем

преобразованием Лапласа на обе части равенства

Dα
t y(t) =

m−1∑
j=1

AjD
α−m+j
t y(t) +

n∑
l=1

BlD
αl
t y(t) +

r∑
s=1

CsJ
βl
t y(t)

и получим

L[Dα
t y](µ) = µαL[y](µ) = L

[
m−1∑
j=1

AjD
α−m+j
t y +

n∑
l=1

BlD
αl
t y +

r∑
s=1

CsJ
βs
t y

]
(µ) =

=

(
m−1∑
j=1

µα−m+jAj +
n∑
l=1

µαlBl +
r∑
s=1

µ−βsCs

)
L[y](µ).

Поэтому(
µαI −

m−1∑
j=1

µα−m+jAj −
n∑
l=1

µαlBl −
r∑
s=1

µ−βsCs

)
L[y](µ) ≡ 0

и при µ ∈ Sθ0,a0 имеем L[y](µ) ≡ 0. Отсюда z1(t) − z2(t) = y(t) ≡ 0 при

t ∈ (0, T ). Так как T > 0 можно выбрать сколь угодно большим, z1(t) = z2(t)

при всех t > 0.

Следствие 2.3.1. Пусть m−1 < α 6 m ∈ N, Aj ∈ Cl(Z), j = 1, 2, . . . ,m−1,

0 < α1 < α2 < · · · < αn < α, ml − 1 < αl 6 ml ∈ N, αl −ml 6= α −m, Bl ∈
Cl(Z), l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 > · · · > βr > 0, Cs ∈ Cl(Z), s = 1, 2, . . . , r, D
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плотно Z. Если при p ∈ {m∗,m∗+1, . . . ,m−1} существует аналитическое

p-разрешающее семейство операторов уравнения (2.1.1) типа (θ0, a0, α−m+

p), то для q ∈ {p+ 1, p+ 1, . . . ,m− 1}, zq ∈ D

Sq(t)zq = Jq−pt Sp(t)zq +
1

2πi

∫
Γ

Rλ

q∑
j=p+1

λj−1−qAjzqe
λtdλ. (2.3.6)

Если существует аналитическое m∗-разрешающее семейство операторов

уравнения (2.1.1) типа (θ0, a0, α − m + m∗), то при каждом p = m∗,m∗ +

1, . . . ,m − 1 существует единственное аналитическое p-разрешающее се-

мейство операторов уравнения (2.1.1) типа (θ0, a0, α−m+ p).

Доказательство. Из существования p-разрешающего семейства операторов

уравнения (2.1.1) и равенства (2.3.4) следует (2.3.6). Интеграл из этого ра-

венства сходится, так как при θ ∈ (π/2, θ0), a > a0, λ ∈ Sθ,a∥∥∥∥∥Rλ

q∑
j=p+1

λj−1−qAj

∥∥∥∥∥
L(Z)

6
2C

|λ− a|α−m+p+1|λ|m−p
, α + 1 > 1.

Поэтому существование m∗-разрешающего семейства операторов урав-

нения (2.1.1) влечет существование аналитических p-разрешающих семейств

операторов уравнения (2.1.1) типа (θ0, a0, α−m+p) при всех p = m∗+1,m∗+

2, . . . ,m− 1. Отсюда по теореме 2.3.1 следует единственность решения зада-

чи (2.1.1), (2.1.2) при любых zp ∈ D, p = m∗,m∗ + 1, . . . ,m − 1. Тогда по

определению два p-разрешающих семейства ограниченных операторов, зада-

ющих единственное решение задачи (2.1.1), (2.1.2), совпадают на плотном

множестве D, а потому совпадают и на всем пространстве.

Замечание 2.3.1. Таким образом, p-разрешающие семейства {Sp(t) ∈ L(Z) :

t > 0} при p > m∗ с помощью формулы (2.3.6) можно определить по m∗-

разрешающему семейству {Sm∗(t) ∈ L(Z) : t > 0} и операторам Aj, j =

m∗+ 1,m∗+ 2, . . . , p (или наоборот, если известно о существовании искомого

семейства операторов).
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2.4 Одна теорема о непрерывности в нуле разрешающих семейств

Теорема 2.4.1. Пусть m− 1 < α 6 m ∈ N, Aj ∈ Cl(Z), j = 1, 2, . . . ,m− 1,

0 < α1 < α2 < · · · < αn < α, ml − 1 < αl 6 ml ∈ N, αl − ml 6= α − m,

Bl ∈ Cl(Z), l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 > · · · > βr > 0, Cs ∈ Cl(Z), s = 1, 2, . . . , r,

(A1, A2, . . . , Am−1, B1, B2, . . . , Bn, C1, C2, . . . , Cr) ∈ An,rα (θ0, a0). Тогда семей-

ство операторов {Dα−1
t Sm−1(t)} непрерывно в точке t = 0 в операторной

норме из L(Z), если и только если A1, A2, . . . , An, B1, B2, . . . , Br, C1, C2, . . . ,

Cr ∈ L(Z).

Доказательство. Из равенства (2.3.3) при p = m− 1 следует, что
∞∫

0

e−λt(Dα−1
t Sm−1(t)− I)dt = λα−1Rλ −

I

λ

при Reλ > a0. Пусть функция η(t) := ‖Dα−1
t Sm−1(t) − I‖L(Z) непрерывна на

отрезке [0, 1] и η(0) = 0. Для ε > 0 возьмем такое δ > 0, что η(t) 6 ε при

всех t ∈ [0, δ].

По определению класса An,rα (θ0, a0)

‖λα−1Rλ‖L(Z) 6
K(θ, a)|λ|α−1

|λ− a|α
6

C

|λ|
,

следовательно, ‖Dα−1
t Sm−1(t)‖L(Z) = ‖L−1[λα−1Rλ]‖L(Z) 6 Keat. Поэтому вы-

полняется неравенство η(t) 6 Keat + 1, a > a0, при t > 0, следовательно,∥∥∥∥λα−1Rλ −
I

λ

∥∥∥∥
L(Z)

6

δ∫
0

e−λtη(t)dt+

∞∫
δ

e−λtη(t)dt 6
ε

λ
+ o

(
1

|λ|

)
при Reλ → +∞. Поэтому при достаточно больших Reλ > N выполняется

неравенство ‖λαRλ − I‖L(Z) < 1, и оператор Rλ непрерывно обратим, т. е.,
m−1∑
j=1

λα−m+jAj +
n∑
l=1

λαlBl +
r∑
s=1

λ−βsCs ∈ L(Z).

Возьмем последовательность {xn} ⊂ Z, такую, что lim
n→∞

xn = 0, тогда

lim
n→∞

(
m−1∑
j=1

λα−m+j
k Aj +

n∑
l=1

λαlk Bl +
r∑
s=1

λ−βsk Cs

)
xn = 0, k = 1, . . . ,m−1+n+r,

(2.4.7)
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где Reλk > N , k = 1, 2, . . . ,m− 1 + n+ r. Зафиксируем λ2, λ3, . . . , λm−1+n+r,

тогда в полученном наборе равенств определитель матрицы коэффициентов

при векторе (A1xn, A2xn, . . . , Crxn) как функция от λ1 имеет вид

D(λ1) =
m−1∑
j=1

λα−m+j
1 aj +

n∑
l=1

λαl1 bl +
r∑
s=1

λ−βs1 cs,

где a1, a2, . . . , cr зависят от λ2, λ3, . . . , λm−1+n+r. Функция D(λ1) аналитична в

полуплоскости {Reλ1 > n}, поэтому ее нули изолированы. Выберем в этой по-

луплоскости точку λ1, не являющуюся нулем, тогда матрица коэффициентов

системы (2.4.7) невырождена. Подействуем обратной матрицей на систему

равенств (2.4.7), занесем ее как непрерывный оператор в Rm−1+n+r под знак

предела и получим равенства

lim
n→∞

Ajxn = 0, j = 1, 2, . . . ,m− 1,

lim
n→∞

Blxn = 0, l = 1, 2, . . . , n, lim
n→∞

Csxn = 0, s = 1, 2, . . . , r.

Это означает непрерывность в нуле линейных операторов

A1, A2, . . . , Am−1, B1, B2, . . . , Bn, C1, C2, . . . , Cr ∈ L(Z),

а значит, и их ограниченность.

Если A1, A2, . . . , Am−1, B1, B2, . . . , Bn, C1, C2, . . . , Cr ∈ L(Z), то, как по-

казано в §1.3, lim
t→0+
‖Dα−m+p

t Sp(t)− I‖L(Z) = 0 для всех p = m∗, . . . ,m− 1.

2.5 Неоднородное уравнение в секториальном случае

Рассмотрим неоднородное уравнение

Dα
t z(t) =

m−1∑
j=1

AjD
α−m+j
t z(t) +

n∑
l=1

BlD
αl
t z(t) +

r∑
s=1

CsJ
βs
t z(t) + f(t), t ∈ (0, T ).

(2.5.8)

Решением задачи

Dα−m+k
t z(0) = 0, k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1, (2.5.9)
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для уравнения (2.5.8) будем называть такую функцию z : (0, T ) → Z , что
выполняются включения Jm−αt z ∈ Cm((0, T );Z) ∩ Cm−1([0, T );Z), Jm−αt z ∈
Cj((0, T );DAj), j = 1, 2, . . . ,m− 1, Jml−αl

t z ∈ Cml((0, T );DBl), l = 1, 2, . . . , n,

Jβst z ∈ C((0, T );DCs), s = 1, 2, . . . , r, выполняются условия (2.5.9) и равенство

(2.5.8) при t ∈ (0, T ).

Введем в рассмотрение операторы

Vκ(t) :=
1

2πi

∫
Γ

λκRλe
λtdλ, t > 0, κ ∈ R,

заметим, что V0(t) = Zm−1(t). Нетрудно показать также равенства

Dα−m+j
t Zm−1(t) = Vα−m+j(t), Dαl

t Zm−1(t) = Vαl(t), Jβst Zm−1(t) = V−βs(t)

(2.5.10)

при j = 1, 2, . . . ,m− 1, l = 1, 2, . . . , n, s = 1, 2, . . . , r.

Лемма 2.5.1. Пусть m − 1 < α 6 m ∈ N, 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α,

ml−1 < αl 6 ml ∈ N, αl−ml 6= α−m, l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 > · · · > βr > 0,

Aj ∈ Cl(Z), j = 1, 2, . . . ,m − 1, Bl ∈ Cl(Z), l = 1, 2, . . . , n, Cs ∈ Cl(Z),

s = 1, 2, . . . , r, (A1, A2, . . . , Am−1, B1, B2, . . . , Bn, C1, C2, . . . , Cr) ∈ An,rα (θ0, a0),

f ∈ C((0, T );D) ∩ L1(0, T ;D). Тогда функция

zf(t) :=

t∫
0

Zm−1(t− s)f(s)ds

является единственным решением задачи (2.5.8), (2.5.9).

Доказательство. Рассуждая, как при доказательстве неравенств (2.3.5), по-

лучим при t ∈ [0, T ], κ < α− 1

‖Vκ(t)‖L(Z) 6 2c1e
at

+∞∫
r0

rκ−αe−rc2tdr + c1r
κ−α
0 eat

θ0+ε∫
−θ0+ε

etr0 cosϕdϕ 6

6
2c1e

(a−r0c2)trκ−α+1
0

α− κ− 1
+ 2πc1e

(a+r0)trκ−α0 6 Ce(a+r0)t
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для некоторого C > 0,∥∥∥∥∥∥
t∫

0

Vκ(t− s)f(s)ds

∥∥∥∥∥∥
Z

6 Ce(a+r0)t

t∫
0

‖f(s)‖Zds. (2.5.11)

Кроме того, при κ = α− 1, z0 ∈ D

Vα−1(t)z0 =
1

2πi

∫
Γ

λα−1Rλe
λtz0dλ =

1

2πi

∫
Γ

eλtdλ

λ
z0+

+
1

2πi

∫
Γ

λ−1Rλ

(
m−1∑
j=1

λα−m+jAj +
n∑
l=1

λαlBl +
r∑
s=1

λ−βsCs

)
z0e

λtdλ =

= z0 +
1

2πi

∫
Γ

λ−1Rλ

(
m−1∑
j=1

λα−m+jAj +
n∑
l=1

λαlBl +
r∑
s=1

λ−βsCs

)
z0e

λtdλ,

при этом для λ ∈ Γ∥∥∥∥∥λ−1Rλ

(
m−1∑
j=1

λα−m+jAj +
n∑
l=1

λαlBl +
r∑
s=1

λ−βsCs

)
z0

∥∥∥∥∥
Z

6
c1‖z0‖D
|λ|1+δ

,

где δ = min{1, α− αl : l = 1, 2, . . . , n}. Следовательно, при t ∈ [0, T ]

‖Vα−1(t)z0‖Z 6 Ce(a+r0)t‖z0‖D,∥∥∥∥∥∥
t∫

0

Vα−1(t− s)f(s)ds

∥∥∥∥∥∥
Z

6 Ce(a+r0)t

t∫
0

‖f(s)‖Dds. (2.5.12)

В силу замкнутости операторов Aj ∈ Cl(Z), j = 1, 2, . . . ,m − 1, Bl ∈
Cl(Z), l = 1, 2, . . . , n, Cs ∈ Cl(Z), s = 1, 2, . . . , r, получим равенство(

m−1∑
j=1

AjD
α−m+j
t +

n∑
l=1

BlD
αl
t +

r∑
s=1

CsJ
βs
t

) t∫
0

Zm−1(t− s)f(s)ds =

=

t∫
0

(
m−1∑
j=1

AjD
α−m+j
t +

n∑
l=1

BlD
αl
t +

r∑
s=1

CsJ
βs
t

)
Zm−1(t− s)f(s)ds =

=

t∫
0

m−1∑
j=1

Dα−m+j
t Zm−1(t− s)Ajf(s)ds+

t∫
0

n∑
l=1

Dαl
t Zm−1(t− s)Blf(s)ds+
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+

t∫
0

r∑
s=1

Jβst Zm−1(t− s)Csf(s)ds.

Интегралы в последних двух строках сходятся в силу свойств разрешающих

операторов Zm−1(t) (см. определение p-разрешающего семейства операторов

и теорему 2.3.1) и того, что f ∈ C((0, T );D) ∩ L1(0, T ;D).

Далее доопределим f нулем при t ∈ [T,∞) и получим равенства

L[zf ](µ) = L[Zm−1](µ)L[f ](µ) = RµL[f ](µ), L[Jm−αt zf ](µ) = µα−mRµL[f ](µ),

Jm−αt zf(t) =

t∫
0

Vα−m(t− s)f(s)ds,

поэтому Jm−αt zf(0) = 0 в силу (2.5.12) при m = 1 или (2.5.11) в противном

случае. При k = 1, 2, . . . ,m− 1 последовательно получаем

L[Dα−m+k
t zf ](λ) = µα−m+kRµL[f ](µ),

Dα−m+k
t zf(t) =

t∫
0

Vα−m+k(t− s)f(s)ds, Dα−m+k
t zf(0) = 0,

с учетом неравенств (2.5.11) при k = 1, 2, . . . ,m− 2 и (2.5.12) при k = m− 1.

Заметим, что согласно следствиям 1.2.1, 1.2.2 Dγ
t zf(0) = 0 при γ =

αl −ml + k, k ∈ {0, 1, . . . ,ml − 1}, l = 1, 2, . . . , n. Поэтому

L[Dα
t zf ](µ) = µαRµL[f ](µ) = L[f ](µ)+

+

(
m−1∑
j=1

µα−m+jAj +
n∑
l=1

µαlBl +
r∑
s=1

µ−βsCs

)
RµL[f ](µ) = L[f ](µ)+

+L

[
m−1∑
j=1

AjD
α−m+j
t Zm−1(t) +

n∑
l=1

BlD
αl
t Zm−1(t) +

r∑
s=1

CsJ
βs
t Zm−1(t)

]
L[f ](µ) =

= L[f ](µ) + L

[
m−1∑
j=1

AjD
α−m+j
t zf(t) +

n∑
l=1

BlD
αl
t zf(t) +

r∑
s=1

CsJ
βs
t zf(t)

]
.

Подействовав обратным преобразованием Лапласа на обе части этого равен-

ства, получим равенство (2.5.8) при t ∈ (0, T ), так как f ∈ C((0, T );D).

Доказательство единственности решения такое же, как для однородно-

го уравнения.
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Функция f : [0, T ]→ Z удовлетворяет условию Гельдера с показателем

γ ∈ (0, 1], если

∃C > 0 ∀s, t ∈ [0, T ] ‖f(s)− f(t)‖Z 6 C|s− t|γ.

При этом используется обозначение f ∈ Cγ([0, T ];Z).

Лемма 2.5.2. Пусть m − 1 < α 6 m ∈ N, 0 < α1 < α2 < · · · < αn <

α, ml − 1 < αl 6 ml ∈ N, αl − ml 6= α − m, l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 >

· · · > βr > 0, Aj ∈ Cl(Z), j = 1, 2, . . . ,m − 1, Bl ∈ Cl(Z), l = 1, 2, . . . , n,

Cs ∈ Cl(Z), s = 1, 2, . . . , r, (A1, A2, . . . , Am−1, B1, B2, . . . , Bn, C1, C2, . . . , Cr) ∈
An,rα (θ0, a0), f ∈ Cγ([0, T ];Z) при некотором γ ∈ (0, 1]. Тогда функция zf

является единственным решением задачи (2.5.8), (2.5.9).

Доказательство. Как и прежде, для κ < α− 1 существует такое C > 0, что

при всех t ∈ [0, T ] ‖Vκ(t)‖L(Z) 6 Ce(a+r0)t,∥∥∥∥∥∥
t∫

0

Vκ(t− s)f(s)ds

∥∥∥∥∥∥
Z

6 Ce(a+r0)t

t∫
0

‖f(s)‖Zds. (2.5.13)

Возьмем r0 > 1 в определении контура Γ (см. формулировку теоремы 2.3.1),

тогда при κ = α− 1, δ ∈ (0, 1)

‖Vα−1(t)‖L(Z) 6 2c1e
at

+∞∫
r0

r−1e−rc2tdr + c1r
−1
0 eat

θ0+ε∫
−θ0+ε

etr0 cosϕdϕ 6

6 2c1e
at

+∞∫
r0

rδ−1e−rc2tdr + 2πc1e
(a+r0)tr−1

0 6

6
2c1e

at

cδ2t
δ

+∞∫
c2r0t

τ δ−1e−τdτ + c3e
(a+r0)t 6

2c1Γ(δ)eat

cδ2t
δ

+ c3e
(a+r0)t 6 Ct−δe(a+r0)t,

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

Vα−1(t− s)f(s)ds

∥∥∥∥∥∥
Z

6
Ct1−δ

1− δ
e(a+r0)t‖f‖C([0,t];Z). (2.5.14)

Доопределим f нулем при t ∈ [T,∞) и получим

L[zf ](µ) = RµL[f ](µ), L[Jm−αt zf ](µ) = µα−mRµL[f ](µ),
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Jm−αt zf(t) =

t∫
0

Vα−m(t− s)f(s)ds,

поэтому Jm−αt zf(0) = 0 в силу (2.5.13) при m > 1 или согласно (2.5.14) при

m = 1. Последовательно получаем

L[Dα−m+k
t zf ](λ) = µα−m+kRµL[f ](µ),

Dα−m+k
t zf(t) =

t∫
0

Vα−m+k(t− s)f(s)ds, Dα−m+k
t zf(0) = 0,

с учетом (2.5.13) при k = 1, 2, . . . ,m − 2 и в силу (2.5.14) при k = m − 1. В

итоге имеем

L[Dα
t Zm−1](λ) = µαRµ, Dα

t Zm−1(t) =
1

2πi

∫
Γ

µαRµe
µtdµ,

‖Dα
t Zm−1(t)‖L(Z) 6 2c1e

at

+∞∫
r0

e−rc2tdr + c1e
at

θ0+ε∫
−θ0+ε

etr0 cosϕdϕ 6

6
2c1e

(a−r0c2)t

c2t
+ 2πc1e

(a+r0)t 6 Ct−1e(a+r0)t.

Покажем, что сходится интеграл
t∫

0

(
m−1∑
j=1

AjD
α−m+j
t +

n∑
l=1

BlD
αl
t +

r∑
s=1

CsJ
βs
t

)
Zm−1(t− s)f(s)ds =

=

t∫
0

Dα
t Zm−1(t− s)f(s)ds

с особенностью в точке s = t. (Равенство здесь выполняется в силу свойств

операторов Zm−1(t)). Действительно,∥∥∥∥∥∥
t−ε∫
0

Dα
t Zm−1(t− s)f(s)ds

∥∥∥∥∥∥
Z

6

6

∥∥∥∥∥∥
t−ε∫
0

Dα
t Zm−1(t− s)(f(s)− f(t))ds

∥∥∥∥∥∥
Z

+

∥∥∥∥∥∥
t−ε∫
0

Dα
t Zm−1(t− s)f(t)ds

∥∥∥∥∥∥
Z

6
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6 C1e
(a+r0)t

t−ε∫
0

(t− s)γ−1ds+
∥∥Dα−1

t Zm−1(ε)f(t)−Dα−1
t Zm−1(t)f(t)

∥∥
Z 6

6 C1γ
−1e(a+r0)t(tγ − εγ) +

∥∥Dα−1
t Zm−1(ε)f(t)−Dα−1

t Zm−1(t)f(t)
∥∥
Z .

Последнее выражение при ε→ 0+ стремится к

C1γ
−1e(a+r0)ttγ +

∥∥f(t)−Dα−1
t Zm−1(t)f(t)

∥∥
Z .

Учитывая замкнутость операторовAj ∈ Cl(Z), j = 1, 2, . . . ,m−1,Bl ∈ Cl(Z),

l = 1, 2, . . . , n, Cs ∈ Cl(Z), s = 1, 2, . . . , r, получим(
m−1∑
j=1

AjD
α−m+j
t +

n∑
l=1

BlD
αl
t +

r∑
s=1

CsJ
βs
t

) t∫
0

Zm−1(t− s)f(s)ds =

=

t∫
0

(
m−1∑
j=1

AjD
α−m+j
t +

n∑
l=1

BlD
αl
t +

r∑
s=1

CsJ
βs
t

)
Zm−1(t− s)f(s)ds.

Поэтому

L[Dα
t zf ](µ) = µαRµL[f ](µ) = L[f ](µ)+

+

(
m−1∑
j=1

µα−m+jAj +
n∑
l=1

µαlBl +
r∑
s=1

µ−βsCs

)
RµL[f ](µ) = L[f ](µ)+

+L

[
m−1∑
j=1

AjD
α−m+j
t Zm−1(t) +

n∑
l=1

BlD
αl
t Zm−1(t) +

r∑
s=1

CsJ
βs
t Zm−1(t)

]
L[f ](µ) =

= L[f ](µ) + L

[
m−1∑
j=1

AjD
α−m+j
t zf(t) +

n∑
l=1

BlD
αl
t zf(t) +

r∑
s=1

CsJ
βs
t zf(t)

]
.

Подействовав обратным преобразованием Лапласа на обе части этого равен-

ства, получим равенство (2.5.8) при t ∈ (0, T ), так как f ∈ C([0, T ];Z).

В силу линейности исследуемого уравнения (2.5.8) леммы 2.5.1 и 2.5.2

сразу влекут следующий результат.

Теорема 2.5.1. Пусть m − 1 < α 6 m ∈ N, 0 < α1 < · · · < αn < α,

ml−1 < αl 6 ml ∈ N, αl−ml 6= α−m, l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 > · · · > βr > 0,

Aj ∈ Cl(Z), j = 1, 2, . . . ,m − 1, Bl ∈ Cl(Z), l = 1, 2, . . . , n, Cs ∈ Cl(Z),
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s = 1, 2, . . . , r, (A1, A2, . . . , Am−1, B1, B2, . . . , Bn, C1, C2, . . . , Cr) ∈ An,rα (θ0, a0),

zk ∈ Z, k = m∗,m∗+1, . . . ,m−1, f ∈ [C((0, T );D)∩L1(0, T ;D)]∪Cγ([0, T ];Z)

при некотором γ ∈ (0, 1]. Тогда существует единственное решение задачи

(2.5.8), (2.5.9), при этом оно имеет вид

z(t) =
m−1∑
p=m∗

Zp(t)zp +

t∫
0

Zm−1(t− s)f(s)ds. (2.5.15)

2.6 Квазилинейное уравнение специального вида

Пусть Z — открытое множество в R×Zm, F : Z → Z. Рассмотрим квазили-

нейное уравнение

Dα
t z(t) =

m−1∑
j=1

AjD
α−m+j
t z(t) +

n∑
l=1

BlD
αl
t z(t) +

r∑
s=1

CsJ
βs
t z(t)+

+F (t,Dα−m
t z(t), Dα−m+1

t z(t), . . . , Dα−1
t z(t)). (2.6.16)

Решением неполной задачи типа Коши

Dα−m+k
t z(t0) = zk, k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1, (2.6.17)

для уравнения (2.6.16) на (t0, t1] будем называть такую функцию z : (t0, t1]→
Z , что Jm−αt z ∈ Cm((t0, t1];Z)∩Cm−1([t0, t1];Z), Jm−αt z ∈ Cj((t0, t1];DAj), j =

1, 2, . . . ,m−1, Jml−αl
t z ∈ Cml((t0, t1];DBl), l = 1, 2, . . . , n, Jβst z ∈ C((t0, t1];DCs),

s = 1, 2, . . . , r, выполняются условия (2.6.17), включение (t, Dα−m
t z(t), . . . ,

Dα−1
t z(t))∈ Z для t ∈ [t0, t1] и равенство (2.6.16) при t ∈ (t0, t1].

Лемма 2.6.1. Пусть α1 < α2 < · · · < αn < α, m − 1 < α 6 m ∈ N,
ml − 1 < αl 6 ml ∈ N, αl − ml 6= α − m, l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 > · · · >
βr > 0, Aj ∈ Cl(Z), j = 1, 2, . . . ,m − 1, Bl ∈ Cl(Z), l = 1, 2, . . . , n, Cs ∈
Cl(Z), s = 1, 2, . . . , r, (A1, A2, . . . , Am−1, B1, B2,. . . , Bn, C1, C2, . . . , Cr)

∈ An,rα (θ0, a0), zk ∈ D, k = m∗,m∗+1, . . . ,m−1, Z — открытое множество в

R×Zm, (t0, 0, 0, . . . , 0, zm∗, zm∗+1, . . . , zm−1) ∈ Z, F ∈ C(Z;D). Тогда функция

z : [t0, t1]→ Z является решением задачи (2.6.16), (2.6.17), тогда и только
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тогда, когда Jm−αt z ∈ Cm−1((t0, t1];Z) и для всех t ∈ (t0, t1]

z(t) =
m−1∑
p=m∗

Zp(t)zp +

t∫
t0

Zm−1(t− s)F (s,Dα−m
s z(s), . . . , Dα−1

s z(s))ds. (2.6.18)

Доказательство. Доказательство данной леммы дословно повторяет дока-

зательство леммы 1.6.1.

Пусть Z — открытое подмножество в R× Zm, B : Z → Z — локально

липшицево по x отображение в норме D, т. е. для каждого (t, x) ∈ Z суще-

ствуют δ > 0, C > 0, такие, что [t − δ, t + δ] × Sδ(x) ⊂ Z, для всех (s, y),

(s, v) ∈ [t− δ, t+ δ]× Sδ(x)

‖F (s, y1, y2, . . . , ym)− F (s, v1, v2, . . . , vm)‖D 6 C

m∑
k=1

‖yk − vk‖Z . (2.6.19)

Теорема 2.6.1. Пусть m − 1 < α 6 m ∈ N, 0 < α1 < α2 < · · · < αn <

α, ml − 1 < αl 6 ml ∈ N, αl − ml 6= α − m, β1 > β2 > · · · > βr > 0,

Aj ∈ Cl(Z), j = 1, 2, . . . ,m − 1, Bl ∈ Cl(Z), l = 1, 2, . . . , n, Cs ∈ Cl(Z),

s = 1, 2, . . . , r, (A1, A2, . . . , Am−1, B1, B2, . . . , Bn, C1, C2, . . . , Cr) ∈ An,rα (θ0, a0),

zk ∈ D, k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m − 1, Z открытое множество в R × Zm,
(t0, 0, 0, . . . , 0, zm∗, zm∗+1, . . . , zm−1) ∈ Z, отображение F ∈ C(Z;D) является

локально липшицевым по x в норме D. Тогда существует такое t1 > t0, что

задача (2.6.16), (2.6.17) имеет единственное решение на (t0, t1].

Доказательство. Сделаем замену y := Jm−αt z ∈ Cm−1([t0, t1],Z), тогда y(k) =

Dα−m+k
t z, k = 1, 2, . . . ,m− 1. Следовательно, отображение

t→ F (t, y(t), y(1)(t), . . . , y(m−1)(t))

действует непрерывно из [t0, t1] в D. По лемме 2.6.1 достаточно показать, что

уравнение

y(t) =
m−1∑
p=m∗

Jm−αt Zp(t− t0)zp + Jm−αt

t∫
t0

Zm−1(t− s)F (s, y(s), . . . , y(m−1)(s))ds

имеет единственное решение y ∈ Cm−1([t0, t1],Z) для некоторого t1 > t0.
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В теореме 1.3.1 доказано, что Dα−m+n
t Zm−1(0) = 0, n = 0, 1, . . . ,m− 2.

Возьмём µ ∈ C справа от контура Γ, тогда∥∥∥∥λα−mRλ

µ− λ

∥∥∥∥
L(Z)

6
K(θ, a)

|λ− a||µ− λ||λ|m−1
.

Таким образом, L
[
Dα−m+n
t Zm−1

]
(µ) = µα−m+nRµ. Для t ∈ [t0, t1], n = 0, 1,

. . . , m− 2,

‖Dα−m+n
t Zm−1(t)‖L(Z) 6

1

2π

∫
Γ

‖λα−m+nRλ‖L(Z)|eλt||dλ| 6 C1e
(a+r0)t1 6 C2.

Для n = m− 1, z0 ∈ D

Dα−1
t Zm−1(t)z0 =

1

2πi

∫
Γ

λα−1Rλe
λtz0dλ =

= z0 +
1

2πi

∫
Γ

λ−1Rλ

(
m−1∑
j=1

λα−m+jAj +
n∑
l=1

λαlBl +
r∑
s=1

λ−βsCs

)
z0e

λtdλ,

а при λ ∈ Γ∥∥∥∥∥λ−1Rλ

(
m−1∑
j=1

λα−m+jAj +
n∑
l=1

λαlBl +
r∑
s=1

λ−βsCs

)
z0

∥∥∥∥∥
Z

6
C3‖z0‖D
|λ|1+δ

,

где δ = min{1, α− αn}. Следовательно, для t ∈ [t0, t1]

‖Dα−1
t Zm−1(t)‖L(Z) 6 C4.

Далее доказательство дословно повторяет доказательство теоремы 1.6.1.

2.7 Вспомогательные функциональные пространства

Пусть m− 1 < α 6 m ∈ N, n, r, q ∈ N. Рассмотрим квазилинейное уравнение

Dαz(t) =
m−1∑
j=1

AjD
α−m+jz(t) +

n∑
l=1

BlD
αlz(t) +

r∑
s=1

CsJ
βsz(t)+

+F (t,Dα−m−%z(t), . . . , Dα−1z(t), Dγ1z(t), Dγ2z(t), . . . , Dγqz(t)),

(2.7.20)

где 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α, ml − 1 < αl 6 ml ∈ Z, αl − ml 6= α − m,

l = 1, 2, . . . , n, γ1 < γ2 < · · · < γq < α, ni − 1 < γi 6 ni ∈ Z, γi − ni 6= α −m,

i = 1, 2, . . . , q. Некоторые γi могут быть отрицательными.
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Как и в разделе 1.7, определим µ∗ := m∗(α, α1, α2, . . . , αn, γ1 + 1, γ2 +

1, . . . , γq + 1), µ∗0 := max{µ∗, 0}, поэтому для для решения задачи Коши

Dα−m+kz(t0) = zk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (2.7.21)

для уравнения (2.7.20) с необходимостью выполняются условия

Dα−m+kz(t0) = 0, k = −r,−r + 1, . . . , µ∗0 − 1;

Dαl−ml+kz(t0) = 0, k = 0, 1, . . . ,ml − 1, l = 1, 2, . . . , n;

Dγi−ni+kz(t0) = 0, k = 0, 1, . . . , ni, i = 1, 2, . . . , q.

Пусть Z — открытое подмножество в R × Zm+%+q, B : Z → Z — ло-

кально липшицево по x отображение в норме D (см. предыдущий раздел).

Решением задачи (2.7.20), (2.7.21) на (t0, t1] будем называть такую функ-

цию z : (t0, t1]→ D, что Jm−αz ∈ Cm((t0, t1];Z)∩Cm−1([t0, t1];Z), Dα−m+jz ∈
C((t0, t1];DAj), j = 1, 2, . . . ,m − 1, Dαlz ∈ C((t0, t1];DBl), l = 1, 2, . . . , n,

Dγiz ∈ C([t0, t1];Z), i = 1, 2, . . . , q, выполнены условия (2.7.21), включение

(t,Dα−m−%z(t), Dα−m−%+1z(t), . . . , Dα−1z(t), Dγ1z(t), Dγ2z(t), . . . , Dγqz(t)) ∈ Z

при t ∈ [t0, t1] и равенство (2.7.20) при t ∈ (t0, t1].

Для пространства Гельдера Cγ([0, T ];Z), γ ∈ (0, 1], определим норму

‖x‖Cγ([0,T ];Z) := ‖x‖C([0,T ];Z) + sup
s,t∈[0,T ],s6=t

‖x(s)− x(t)‖Z
|s− t|γ

.

При l ∈ N определим банахово пространство

C l,γ([0, T ];Z) := {x ∈ C l([0, T ];Z) : Dlx ∈ Cγ([0, T ];Z)}

с нормой ‖x‖Cl,γ([0,T ];Z) := ‖x‖Cl−1([0,T ];Z) + ‖Dlx‖Cγ([0,T ];Z).

Лемма 2.7.1. Пусть m − 1 < α 6 m ∈ N, γ ∈ (0, 1]. Тогда линейное

пространство

Cα,γ(t0, t1;Z) := {x ∈ C((t0, t1];Z) : (t− t0)m−αx(t) ∈ C([t0, t1];Z),

Jm−αx ∈ Cm−1,γ([t0, t1];Z)}

с нормой ‖x‖Cα,γ(t0,t1;Z) := ‖(t − t0)
m−αx(t)‖C([t0,t1];Z) + ‖Jm−αx‖Cm−1,γ([t0,t1];Z)

является банаховым.



85

Доказательство. Аксиомы нормы легко проверяются непосредственно. Пусть

последовательность {xk} фундаментальна в Cα,γ(t0, t1;Z), тогда существу-

ют пределы y := lim
k→∞

(t − t0)
m−αxk ∈ C([t0, t1];Z), y1(t) := lim

k→∞
Jm−αxk ∈

Cm−1,γ([t0, t1];Z). Положим x(t) := (t − t0)α−my(t) = lim
k→∞

xk(t) в Z при t ∈
(t0, t1]. Ограниченность {xk} в Cα,γ(t0, t1;Z) влечет неравенство ‖xk(t)‖Z 6
C(t− t0)α−m при t ∈ (t0, t1], k ∈ N, тогда∥∥∥∥∥∥

t∫
t0

(t− s)m−α−1

Γ(m− α)
xk(s)ds

∥∥∥∥∥∥
Z

6 C

t∫
t0

(t− s)m−α−1

Γ(m− α)
(s−t0)α−mds = CΓ(α−m+1),

поэтому по теореме Лебега существует Jm−αx = Jm−α lim
k→∞

xk = lim
k→∞

Jm−αxk =

y1 ∈ Cm−1,γ([t0, t1];Z). Таким образом, Cα,γ(t0, t1;Z) — банахово простран-

ство.

Лемма 2.7.2. Пусть m − 1 < α 6 m ∈ N, 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α,

ml−1 < αl 6 ml ∈ N, αl−ml 6= α−m, l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 > · · · > βr > 0,

Aj, Bl, Cs ∈ Cl(Z), j = 1, 2, . . . ,m− 1, l = 1, 2, . . . , n, s = 1, 2, . . . , r,

(A1, A2, . . . , Am−1, B1, B2, . . . , Bn, C1, C2, . . . , Cr) ∈ An,rα (θ0, a0),

zk ∈ D, k = m∗,m∗+1, . . . ,m−1, f ∈ C([0, T ];D)∪Cγ([0, T ];Z) при некото-

ром γ ∈ (0, 1]. Тогда решение задачи (2.5.8), (2.5.9) лежит в пространстве

Cα,γ0(0, T ;Z) := {x ∈ C((0, T ];Z) : tm−αx(t) ∈ C([0, T ];Z),

Jm−αx ∈ Cm−1,γ0([0, T ];Z)},

где γ0 := min{1, α− αn} ∈ (0, 1].

Доказательство. Согласно теореме 2.5.1 необходимо доказать, что функция

(2.5.15) лежит в пространстве Cα,γ0(0, T ;Z). Из неравенств ‖Zp(t)‖L(Z) 6

Ceattα−m+p при p = m∗,m∗ + 1, . . . ,m − 1 следует, что Z0 имеет сингуляр-

ность вида tα−m в нуле, а Zk непрерывны в нуле при k = 1, 2, . . . ,m − 1.

Поэтому tm−αz(t) ∈ C([0, T ];Z) для z, определенного равенством (2.5.15).

Остается показать, что Jm−αz ∈ Cm−1,γ0([0, T ];Z).

Так как при k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m − 2 Dm−1Jm−αZk(t)zk непрерывно

дифференцируемы на [0, T ], то Jm−αZk(t)zk ∈ Cm−1,γ0([0, T ];Z). Функция
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Jm−αZm−1(t)zm−1 лежит в Cm−1([0, T ];Z), при этом DmJm−αZm−1(t)zm−1 =

DαZm−1(t)zm−1 непрерывно на (0, T ]. Рассмотрим Dm−1Jm−αZm−1(t)zm−1 =

Dα−1Zm−1(t)zm−1 = Vα−1(t)zm−1 в нуле:

Vα−1(t)zm−1 − Vα−1(0)zm−1 = Vα−1(t)zm−1 − zm−1 =

=
1

2πi

∫
Γ

λ−1Rλ

(
m−1∑
j=1

λα−m+jAj −
n∑
l=1

λαlBl −
r∑
s=1

λ−βsCs

)
eλtzm−1dλ.

Поэтому

‖Vα−1(t)zm−1 − zm−1‖Z 6 C1

∫
Γ

etReλ|dλ|
|λ|1+γ0

‖zm−1‖D 6 C2t
γ0‖zm−1‖D,

где γ0 = min{1, α − αn} ∈ (0, 1]. Поэтому Vα−1(t)zm−1 локально гельдерово

в нуле со степенью γ0, а значит, гельдерово на [0, T ] и Jm−αZm−1(t)zm−1 ∈
Cm−1,γ0([0, T ];Z).

При доказательстве теоремы 2.5.1 было показано, что выполняется вклю-

чение Jm−αzf ∈ Cm−1([0, T ];Z) и Dm−1Jm−αzf = Dα−1zf непрерывно диффе-

ренцируема на (0, T ]. Имеем также, что

‖Dα−1zf(t)−Dα−1zf(0)‖Z =

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

Vα−1(t− s)f(s)ds

∥∥∥∥∥∥
Z

6 C‖f‖C([0,T ];Z)t

при некотором C > 0 в силу (2.5.11). Таким образом, показано, что Jm−αzf ∈
Cm−1,γ0([0, T ];Z) и zf ∈ Cα,γ0(0, T ;Z).

Лемма 2.7.3. Пусть m − 1 < α 6 m ∈ N, γ ∈ (0, 1]. Тогда для любого

k ∈ Z, k < m− 1 существует такое C > 0, что при всех x ∈ Cα,γ(t0, t1;Z),

s, t ∈ [t0, t1] ‖Dα−m+kx(s)−Dα−m+kx(t)‖Z 6 C‖x‖Cα,γ(t0,t1;Z)|s− t|.

Доказательство. Для k ∈ Z, k < −1, s, t ∈ [t0, t1], s < t по определению

дробного интеграла Римана — Лиувилля и в силу теоремы Лагранжа

Dα−m+kx(s)−Dα−m+kx(t) = (s− t)Dα−m+k+1x(ξ) = (s− t)J−k−1Jm−αx(ξ) =

= (s− t)
ξ∫

t0

(ξ − τ)−k−2

Γ(−k − 1)
Jm−αx(τ)dτ,
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где ξ — некоторое число между s и t. Следовательно,

‖Dα−m+kx(s)−Dα−m+kx(t)‖Z 6 (s− t)‖x‖Cα,γ(t0,t1;Z)
(t1 − t0)−k−1

Γ(−k)
.

При k ∈ {−1, 0, . . . ,m− 2}

‖Dα−m+kx(s)−Dα−m+kx(t)‖Z 6

6 (s− t) max
τ∈[s,t]

‖Dα−m+k+1x(τ)‖Z 6 ‖x‖Cα,γ(t0,t1;Z)(s− t).

Замечание 2.7.1. В условиях леммы 2.7.3 легко показать, что для всех x ∈
Cα,γ(t0, t1;Z), k ∈ Z, k < 0

‖Dα−m+kx‖C([t0,t1];Z) 6
1

Γ(1− k)
‖Jm−αx‖C([t0,t1];Z)(t− t0)−k.

Лемма 2.7.4. Пусть m − 1 < α 6 m ∈ N, γ ∈ (0, 1], x ∈ Cα,γ(t0, t1;Z),

n− 1 < β 6 n ∈ Z, β < α− 1, α−m 6= β − n. Тогда Dβx ∈ C((t0, t1];Z).

Доказательство. Если β − n < α −m, то n 6 m − 1, при x ∈ Cα,γ(t0, t1;Z)

Jn−βx = Jn−β+α−mJm−αx. Поэтому для k = 0, 1, . . . ,m− 1

DkJn−β+α−mJm−αx(t) =
k−1∑
l=0

(t− t0)n−β+α−m−k+lDα−m+lx(t0)

Γ(n− β + α−m− k + l + 1)
+

+

t∫
t0

(t− s)n−β+α−m−1

Γ(n− β + α−m)
Dα−m+kx(s)ds, (2.7.22)

∥∥∥∥∥∥
t∫

t0

(t− s)n−β+α−m−1

Γ(n− β + α−m)
Dα−m+kx(s)ds

∥∥∥∥∥∥
Z

6
‖x‖Cα(t0,t1;Z)(t− t0)n−β+α−m

Γ(n− β + α−m+ 1)
.

В случае β − n > α −m имеем n 6 m − 2 в силу условия β < α − 1.

Следовательно, при k = 0, 1, . . . ,m− 2

DkJn−βx(t) = DkJn−βDm−αJm−αx(t) = DkJn−βD1Jα−m+1Jm−αx(t) =

= DkJn−β
(

(t− t0)α−m

Γ(α−m+ 1)
Jm−αx(t0) + Jα−m+1Dα−m+1x(t)

)
=
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=
(t− t0)α−m+n−β−kJm−αx(t0)

Γ(α−m+ n− β − k + 1)
+DkJα−m+n−β+1D1Jm−αx(t) =

=
k∑
l=0

(t− t0)n−β+α−m−k+lDα−m+lx(t0)

Γ(n− β + α−m− k + l + 1)
+

+

t∫
t0

(t− s)n−β+α−m

Γ(n− β + α−m+ 1)
Dα−m+k+1x(s)ds. (2.7.23)

При получении последнего равенства использованы формула (2.7.22) и сдвиг

нумерации в сумме. Повторяя рассуждения предыдущего шага в доказатель-

стве, получим сходимость последнего интеграла при k = 0, 1, . . . ,m − 2, по-

этому Dβx ∈ C((t0, t1];Z).

Определим пространство

Cα,γ;µ∗
0
(t0, t1;Z) := {x ∈ Cα,γ(t0, t1;Z) : Dα−m+kx(t0) = 0, k = 0, 1, . . . , µ∗0 − 1}.

Замечание 2.7.2. По построению µ∗0 при x ∈ Cα,γ;µ∗
0
(t0, t1;Z) имеем равен-

ства Dαl−ml+kx(t0) = 0, k = 0, 1, . . . ,ml − 1, l = 1, 2, . . . , n, Dγi−ni+kx(t0) = 0,

k = 0, 1, . . . , ni, i = 1, 2, . . . , q.

Лемма 2.7.5. Пусть m−1 < α 6 m ∈ N, γ ∈ (0, 1], γq < α−1. Тогда Dγix ∈
C([t0, t1];Z) и существует такое C > 0, что для всех x ∈ Cα,γ;µ∗

0
(t0, t1;Z),

i = 1, 2, . . . , q

‖Dγix‖C([t0,t1];Z) 6 C‖x‖Cα,γ(t0,t1;Z). (2.7.24)

Доказательство. Из замечания 2.7.2 и леммы 2.7.4 следует, что при x ∈
Cα,γ;µ∗

0
(t0, t1;Z) выполняются включения Dγix ∈ C([t0, t1];Z), i = 1, 2, . . . , q.

Из (2.7.22) и равенств Dα−m+kx(t0) = 0, k = 0, 1, . . . , ni, i = 1, 2, . . . , q, полу-

чим при γi − ni < α−m

Dγix(t) =

t∫
t0

(t− s)ni−γi+α−m−1

Γ(ni − γi + α−m)
DniJm−αx(s)ds, (2.7.25)

для γi − ni > α−m в силу (2.7.23)

Dγix(t) =

t∫
t0

(t− s)ni−γi+α−m

Γ(ni − γi + α−m+ 1)
Dni+1Jm−αx(s)ds,
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и в обоих случаях выполняется неравенство (2.7.24).

Возьмем γ ∈ (0, 1), равное минимуму из положительных чисел ni −
γi + α − m, и минимум γ ∈ (0, 1) из чисел ni − γi + α − m + 1, таких, что

ni − γi + α−m < 0. Определим γ∗ := min{γ, γ} ∈ (0, 1).

Замечание 2.7.3. Рассуждая, как в последнем доказательстве, можно по-

лучить, что в условиях леммы 2.7.5 существует C > 0, такое, что при всех

x ∈ Cα,γ;µ∗
0
(t0, t1;Z), i = 1, 2, . . . , q

‖Dγix‖C([t0,t1];Z) 6 C‖Jm−αx‖Cm−1([t0,t1];Z)(t− t0)γ
∗
.

Лемма 2.7.6. Пусть m − 1 < α 6 m ∈ N, γ ∈ (0, 1], x ∈ Cα,γ;µ∗
0
(t0, t1;Z),

γq < α− 1. Тогда существует такое C > 0, что при каждом i = 1, 2, . . . , q

для всех s, t ∈ [t0, t1] ‖Dγix(s)−Dγix(t)‖Z 6 C‖x‖Cα,γ(t0,t1;Z)|s− t|γ
∗.

Доказательство. При s, t ∈ [t0, t1], s < t, γi − ni < α − m, в силу (2.7.25)

имеем

Dγix(t)−Dγix(s) =

t∫
s

(t− τ)ni−γi+α−m−1

Γ(ni − γi + α−m)
DniJm−αx(τ)dτ+

+

s∫
t0

(t− τ)ni−γi+α−m−1 − (s− τ)ni−γi+α−m−1

Γ(ni − γi + α−m)
DniJm−αx(τ)dτ,

поэтому

‖Dγix(t)−Dγix(s)‖Z 6
‖x‖Cα,γ(t0,t1;Z)

Γ(ni − γi + α−m+ 1)

(
(t− s)ni−γi+α−m+

+

∣∣∣∣∣∣
s∫

t0

t∫
s

(u− τ)ni−γi+α−m−2

Γ(ni − γi + α−m− 1)
dudτ

∣∣∣∣∣∣
 =

=
‖x‖Cα,γ(t0,t1;Z)

Γ(ni − γi + α−m+ 1)

(
(t− s)ni−γi+α−m+

+

∣∣∣∣∣∣
t∫

s

(u− t0)ni−γi+α−m−1 − (u− s)ni−γi+α−m−1

Γ(ni − γi + α−m)
du

∣∣∣∣∣∣
 6
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6
‖x‖Cα,γ(t0,t1;Z)

Γ(ni − γi + α−m+ 1)

(t− s)ni−γi+α−m + 2

t∫
s

(u− s)ni−γi+α−m−1

Γ(ni − γi + α−m)
du

 6
6

‖x‖Cα,γ(t0,t1;Z)

Γ(ni − γi + α−m+ 1)

(
1 +

2

Γ(ni − γi + α−m+ 1)

)
(t− s)ni−γi+α−m =

= Ci‖x‖Cα,γ(t0,t1;Z)(t− s)δi, δi = ni − γi + α−m ∈ (0, 1).

Аналогично при γi − ni > α−m получаем

‖Dγix(t)−Dγix(s)‖Z 6 Ci‖x‖Cα,γ(t0,t1;Z)(t− s)δi

с δi = ni − γi + α−m+ 1 ∈ (0, 1),

Ci =
1

Γ(ni − γi + α−m+ 2)

(
1 +

2

Γ(ni − γi + α−m+ 2)

)
> 0.

Выбирая максимальное из Ci и минимальное из δi, i = 1, 2, . . . , q, за-

вершаем доказательство.

2.8 Квазилинейное уравнение общего вида

Лемма 2.8.1. Пусть m − 1 < α 6 m ∈ N, 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α,

ml − 1 < αl 6 ml ∈ N, αl − ml 6= α − m, γ1 < γ2 < · · · < γq < α − 1,

ni − 1 < γi 6 ni ∈ Z, γi − ni 6= α − m, i = 1, 2, . . . , q, Aj, Bl, Cs ∈ Cl(Z),

j = 1, 2, . . . ,m− 1, l = 1, 2, . . . , n, s = 1, 2, . . . , r,

(A1, A2, . . . , Am−1, B1, B2, . . . , Bn, C1, C2, . . . , Cr) ∈ An,rα (θ0, a0),

zk ∈ D, k = µ∗0, µ
∗
0 + 1, . . . , m − 1, Z открыто в R × Zm+%+q, F ∈ C(Z;Z)

локально липшицево, (t0, 0, 0, . . . , 0, zµ∗
0
, zµ∗

0+1, . . . , zm−1, 0, 0, . . . , 0) ∈ Z, γ ∈
(0, 1]. Тогда z ∈ Cα,γ;µ∗

0
(t0, t1;Z) является решением задачи (2.7.20), (2.7.21)

на (t0, t1] при некотором t1 > t0, если и только если при всех t ∈ [t0, t1]

z(t) =
m−1∑
k=µ∗

0

Zk(t− t0)zk +

t∫
t0

Zm−1(t− s)F z(s)ds, (2.8.26)

где F z(s) = F (s,Dα−m−%z(s), . . . , Dα−1z(s), Dγ1z(s), . . . , Dγqz(s)).
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Доказательство. Если z ∈ Cα,γ;µ∗
0
(t0, t1;Z), то для любых s, t ∈ [t0, t1] в силу

лемм 2.7.3 и 2.7.6

‖F z(s)− F z(t)‖Z 6 l
m−1∑
k=−%

‖Dα−m+kz(s)−Dα−m+kz(t)‖Z+

+l

q∑
i=1

‖Dγiz(s)−Dγiz(t)‖Z 6 C‖z‖Cα,γ(t0,t1;Z)|s− t|γ̃

при некотором C > 0, не зависящем от s, t. Здесь γ̃ := min{γ, γ∗}. Следо-
вательно, F z — гельдерова по t функция. По теореме 2.5.1 получим, что z

удовлетворяет равенству (2.8.26) на [t0, t1], если и только если она является

решением задачи (2.7.20), (2.7.21) на (t0, t1].

Теорема 2.8.1. Пустьm−1 < α 6 m ∈ N, 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α,ml−
1 < αl 6 ml ∈ N, αl−ml 6= α−m, γ1 < γ2 < · · · < γq < α−1, ni−1 < γi 6 ni ∈
Z, γi − ni 6= α−m, i = 1, 2, . . . , q, Aj, Bl, Cs ∈ Cl(Z), j = 1, 2, . . . ,m− 1, l =

1, 2, . . . , n, s = 1, 2, . . . , r, (A1, A2, . . . , Am−1, B1, B2, . . . , Bn, C1, C2, . . . , Cr) ∈
An,rα (θ0, a0), zk ∈ D, k = µ∗0,µ∗0 + 1,. . . , m − 1, Z открыто в R × Zm+%+q,

(t0, 0, 0, . . . , 0, zµ∗
0
, zµ∗

0+1, . . . , zm−1, 0, 0, . . . , 0) ∈ Z, отображение F ∈ C(Z;Z)

локально липшицево. Тогда существует такое t1 > t0, что задача (2.7.20),

(2.7.21) имеет единственное решение на (t0, t1].

Доказательство. Возьмем t1 > t0, ε > 0, для которых в окрестности

V := {(t, x1, x2, . . . , xm+%+q) ∈ R×Zm+%+q : t ∈ [t0, t1],

‖xk‖Z 6 ε, k = 1, 2, . . . , %+ µ∗0, %+m+ 1, %+m+ 2, . . . , %+m+ q,

‖xl − zl−%−1‖Z 6 ε, l = %+ µ∗0 + 1, %+ µ∗0 + 2, . . . , %+m}

точки (t0, 0, 0, . . . , 0, zµ∗
0
, zµ∗

0+1, . . . , zm−1, 0, 0, . . . , 0) выполняется неравенство

(1.7.9) при некотором l > 0. Для некоторого γ 6 min{1, α − αn, γ∗} ∈ (0, 1]

рассмотрим множество

Mt1 := {x ∈ Cα,γ;µ∗
0
(t0, t1;Z) : ‖Dα−m+kx(t)‖Z 6 ε, k = 0, 1, . . . , µ∗0 − 1,

‖Dα−m+kx(t)− zk‖Z 6 ε, k = µ∗0, µ
∗
0 + 1, . . . ,m− 1, t ∈ [t0, t1]},
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которое в силу леммы 2.7.1 и нестрогости неравенств в его определении явля-

ется полным метрическим пространством с метрикой, определенной нормой

разности в Cα,γ(t0, t1;Z). Заметим, что для всех t ∈ [t0, t1], x ∈Mt1

(t,Dα−m−%x(t), Dα−m−%+1x(t), . . . , Dα−1x(t), Dγ1x(t), . . . , Dγqx(t)) ∈ V,

если t1 − t0 достаточно мало, в силу замечаний 2.7.1 и 2.7.3. Действитель-

но, при k = −%,−% + 1, . . . ,−1 ‖Dα−m−kx(t)‖Z 6 C(ε)(t − t0)
k, для k =

0, 1, . . . , µ∗0 − 1

‖Dα−m−kx(t)‖Z = ‖Dα−m−kx(t)−Dα−m−kx(t0)‖Z 6 C(ε)(t− t0),

при k = µ∗0, µ
∗
0 + 1, . . . ,m− 1

‖Dα−m+kx(t)− zk‖Z = ‖Dα−m−kx(t)−Dα−m−kx(t0)‖Z 6 C(ε)(t− t0)γ,

где C(ε) = C1(mε+ ‖zµ∗
0
‖Z + ‖zµ∗

0+1‖Z + · · ·+ ‖zm−1‖Z) — константа, ограни-

чивающая норму ‖Jm−αx‖Cm−1([t0,t1];Z).

Определим на Mt1 оператор

G(x)(t) =
m−1∑
k=µ∗

0

Zk(t− t0)zk +

t∫
t0

Zm−1(t− s)F x(s)ds.

Так как для x ∈ Mt1 F
x гельдерова по t порядка min{γ, γ∗} = γ (см. до-

казательство леммы 2.8.1), то в силу теоремы 2.5.1 и леммы 2.7.2 G(x) ∈
Cα,γ;µ∗

0
(t0, t1;Z).

В доказательстве теоремы 2.5.2 было показано, что β < α

Dβ

t∫
t0

Zm−1(t− s)F x(s)ds =

t∫
t0

Vβ(t− s)F x(s)ds,

и согласно (2.5.11) для p = 0, 1, . . . ,m− 1∥∥∥∥∥∥Dα−m+p

t∫
t0

Zm−1(t− s)F x(s)ds

∥∥∥∥∥∥
Z

6 C1‖F x‖C([t0,t1];Z)(t− t0)m−p.
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Обозначим F (t0, 0, 0, . . . , 0, zµ∗
0
, zµ∗

0+1, . . . , zm−1, 0, 0, . . . , 0) := F0, тогда∥∥∥∥∥∥Dα−m+p

t∫
t0

Zm−1(t− s)F x(s)ds

∥∥∥∥∥∥
Z

6

6 C1(‖F x − F0‖C([t0,t1];Z) + ‖F0‖C([t0,t1];Z))(t− t0)m−p 6

6 C1l

m−1∑
k=µ∗

0

‖Dα−m+kx− zk‖C([t0,t1];Z) +

µ∗
0−1∑

k=−%

‖Dα−m+kx‖C([t0,t1];Z)+

+

q∑
i=1

‖Dγix‖C([t0,t1];Z)

)
(t− t0)m−p + C1‖F0‖Z(t− t0)m−p 6

6 C1(lε(m+ %+ q) + ‖F0‖Z)(t− t0)m−p → 0

при t→ t0+. Поэтому G(x) ∈Mt1 при всех x ∈Mt1, если t1 > t0 достаточно

близко к t0.

Для x, y ∈Mt1, p = 0, 1, . . . ,m−1 в силу замечания 2.7.1 и леммы 2.7.5

‖(t− t0)m−α(G(x)(t)−G(y)(t))‖Z =

=

∥∥∥∥∥∥(t− t0)m−α
t∫

t0

Zm−1(t− s)(F x(s)− F y(s))ds

∥∥∥∥∥∥
Z

6

6 C1l(t− t0)m
m−1∑
k=−%

max
t∈[t0,t1]

‖Dα−m+kx(t)−Dα−m+ky(t)‖Z+

+

q∑
i=1

max
t∈[t0,t1]

‖Dγix(t)−Dγiy(t)‖Z

)
6 C2(t1 − t0)m‖x− y‖Cα,γ(t0,t1;Z),

‖Dα−m+p(G(x)(t)−G(y)(t))‖Z =

∥∥∥∥∥∥
t∫

t0

Vα−m+p(t− s)(F x(s)− F y(s))ds

∥∥∥∥∥∥
Z

6

6 C1l(t− t0)m−p
m−1∑
k=−%

max
t∈[t0,t1]

‖Dα−m+kx(t)−Dα−m+ky(t)‖Z+

+

q∑
i=1

max
t∈[t0,t1]

‖Dγix(t)−Dγiy(t)‖Z

)
6 C2(t1 − t0)m−p‖x− y‖Cα,γ(t0,t1;Z),
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при каком-либо δ ∈ (0, t1 − t0), s, t ∈ [t0 + δ, t1], s < t

‖Dα−1(G(x)(t)−G(y)(t)−G(x)(s) +G(y)(s))‖Z =

=

∥∥∥∥∥∥
t∫

t0

Vα−1(t− τ)(F x(τ)− F y(τ))dτ −
s∫

t0

Vα−1(s− τ)(F x(τ)− F y(τ))dτ

∥∥∥∥∥∥
Z

6

6

∥∥∥∥∥∥
t∫

s

Vα−1(t− τ)(F x(τ)− F y(τ))dτ

∥∥∥∥∥∥
Z

+

+

∥∥∥∥∥∥
s∫

t0

(Vα−1(t− τ)− Vα−1(s− τ))(F x(τ)− F y(τ))dτ

∥∥∥∥∥∥
Z

6

6 C2(t− s)‖x− y‖Cα(t0,t1;Z) +

∥∥∥∥∥∥
s∫

t0

t∫
s

Vα(ς − τ)(F x(τ)− F y(τ))dςdτ

∥∥∥∥∥∥
Z

6

6 C2(t− s)‖x− y‖Cα(t0,t1;Z) + C2‖x− y‖Cα(t0,t1;Z)

s∫
t0

t∫
s

dςdτ

ς − τ
=

= C2‖x− y‖Cα(t0,t1;Z)

(t− s) +

t∫
s

(ln(ς − t0)− ln(ς − s))dς

 =

= C2‖x−y‖Cα(t0,t1;Z)((t−s)+(t−s) max{|ln(t1−t0)|, |ln δ|}−(t−s)(ln(t−s)−1)) 6

6 C3(δ)(t− s)γ‖x− y‖Cα(t0,t1;Z).

Поэтому Dα−1(G(x)(t) − G(y)(t)) локально гельдерово на (t0, t1]. Рассмот-

рим эту функцию в точке t0, принимая во внимание, что Dα−1G(x)(t0) =

Dα−1G(y)(t0) = zm−1: при t ∈ (t0, t1]

‖Dα−1(G(x)(t)−G(y)(t)−G(x)(t0) +G(y)(t0))‖Z 6

6

∥∥∥∥∥∥
t∫

t0

Vα−1(t− τ)(F x(τ)− F y(τ))dτ

∥∥∥∥∥∥
Z

6 C2(t− t0)‖x− y‖Cα(t0,t1;Z).

Используя принцип конечного подпокрытия получим существование такого

C > 0, что при всех s, t ∈ [t0, t1] выполняется ‖Dα−1(G(x)(t) − G(y)(t) −
G(x)(s) +G(y)(s))‖Z 6 C|t− s|γ‖x− y‖Cα(t0,t1;Z). Таким образом,

‖G(x)−G(y)‖Cα(t0,t1;Z) 6 q‖x− y‖Cα(t0,t1;Z),
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где q ∈ (0, 1) при достаточно малом t1 − t0, оператор G является сжатием

на полном метрическом пространстве Mt1, и существует его единственная

неподвижная точка z ∈ Mt1. По лемме 2.8.1 z — решение задачи (2.7.20),

(2.7.21) на (t0, t1].

Если существует два решения (2.7.20), (2.7.21), то по лемме 2.8.1 каждое

из них является неподвижной точкой оператора G в пространстве Mt1. Но

неподвижная точка единственна, поэтому решения совпадают.

Можно доказать аналогичный результат, используя непрерывность F

в норме D.

Лемма 2.8.2. Пусть m − 1 < α 6 m ∈ N, 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α,

ml − 1 < αl 6 ml ∈ N, αl − ml 6= α − m, γ1 < γ2 < · · · < γq < α − 1,

ni − 1 < γi 6 ni ∈ Z, γi − ni 6= α − m, i = 1, 2, . . . , q, Aj, Bl, Cs ∈ Cl(Z),

j = 1, 2, . . . ,m− 1, l = 1, 2, . . . , n, s = 1, 2, . . . , r,

(A1, A2, . . . , Am−1, B1, B2, . . . , Bn, C1, C2, . . . , Cr) ∈ An,rα (θ0, a0),

zk ∈ D, k = µ∗0, µ
∗
0 + 1, . . . , m − 1, Z открыто в R × Zm+%+q, F ∈ C(Z;D),

(t0, 0, 0, . . . , 0, zµ∗
0
, zµ∗

0+1, . . . , zm−1, 0, 0, . . . , 0) ∈ Z, γ ∈ (0, 1]. Тогда функция

z ∈ Cα,γ;µ∗
0
(t0, t1;Z) является решением задачи (2.7.20), (2.7.21) на (t0, t1]

при некотором t1 > t0, если и только если при всех t ∈ [t0, t1] справедливо

равенство (2.8.26).

Доказательство. Если z ∈ Cα,γ;µ∗
0
(t0, t1;Z), то в силу лемм 2.7.3, 2.7.6 и

условий на F отображение t → F z(t) непрерывно действует из [t0, t1] в D
и удовлетворяет условиям теоремы 2.5.1. По этой теоерме равенство (2.8.26)

выполняется, если и только если z — решение задачи (2.7.20), (2.7.21) на

(t0, t1].

Теорема 2.8.2. Пустьm−1 < α 6 m ∈ N, 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α,ml−
1 < αl 6 ml ∈ Z, αl−ml 6= α−m, γ1 < γ2 < · · · < γq < α−1, ni−1 < γi 6 ni ∈
Z, γi − ni 6= α−m, i = 1, 2, . . . , q, Aj, Bl, Cs ∈ Cl(Z), j = 1, 2, . . . ,m− 1, l =

1, 2, . . . , n, s = 1, 2, . . . , r, (A1, A2, . . . , Am−1, B1, B2, . . . , Bn, C1, C2, . . . , Cr) ∈
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An,rα (θ0, a0), zk ∈ D, k = µ∗0,µ∗0 + 1,. . . , m − 1, Z открытое множество в

R × Zm+%+q, (t0, 0, 0, . . . , 0, zµ∗
0
, zµ∗

0+1, . . . , zm−1, 0, 0, . . . , 0) ∈ Z, отображение

F ∈ C(Z;D) локально липшицево. Тогда существует такое t1 > t0, что

задача (2.7.20), (2.7.21) имеет единственное решение на (t0, t1].

Доказательство. По лемме 2.8.2 достаточно доказать существование един-

ственного решения уравнения (2.8.26) в z ∈ Cα,γ;µ∗
0
(t0, t1;Z), где константа

γ ∈ (0,min{1, α − αn, γ∗}], при некотором t1 > t0. Остальная часть доказа-

тельства не отличается от доказательства теоремы 2.8.1.

2.9 Начально-краевые задачи

В этом параграфе полученные результаты при исследовании начальных за-

дач для уравнений дробного порядка в банаховых пространствах будут ис-

пользованы для изучения вопросов однозначной разрешимости начально-кра-

евых задач для уравнений в частных производных дробного порядка по вре-

мени.

2.9.1 Уравнение с многочленами от эллиптического оператора

Как в разделе 1.8, возьмем многочлены P1(λ) =
ν∑
p=0

apλ
p, P j

2 (λ) =
ν∑
p=0

bjpλ
p,

P l
3(λ) =

ν∑
p=0

clpλ
p, P s

4 (λ) =
ν∑
p=0

dspλ
p, ap, bjp, clp, dsp ∈ C, p = 0, 1, . . . , ν, aν = 0,

по крайней мере один из коэффициентов bjν 6= 0, clν 6= 0, dsν 6= 0, j ∈ J ⊂
{1, 2, . . . ,m − 1}, l = 1, 2, . . . , n, s = 1, 2, . . . , r, не равен нулю. При этом

P j
2 ≡ 0 для j ∈ {1, 2, . . . ,m− 1} \ J .

Зададим в ограниченной области Ω ⊂ Rd с гладкой границей ∂Ω регу-

лярно эллиптический операторный пучок A,B1,B2, . . . ,Bρ [49], где

(Aw)(ξ) =
∑
|q|62ρ

aq(ξ)
∂|q|w(ξ)

∂ξq11 ∂ξ
q2
2 . . . ∂ξqdd

, aq ∈ C∞(Ω),

(Bζw)(ξ) =
∑
|q|6ρζ

bζq(ξ)
∂|q|w(ξ)

∂ξq11 ∂ξ
q2
2 . . . ∂ξqdd

, bζq ∈ C∞(∂Ω), ζ = 1, 2, . . . , ρ,
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q = (q1, q2, . . . , qd) ∈ Nd
0, |q| = q1 + · · · + qd. Пусть оператор A1 ∈ Cl(L2(Ω))

действует в соответствии с равенством A1w := Aw на области определения

DA1
= H2ρ

{Bζ}(Ω) := {w ∈ H2ρ(Ω) : Bζw(ξ) = 0, ζ = 1, 2, . . . , ρ, ξ ∈ ∂Ω}.

В предположении, что A1 — самосопряженный оператор, имеем действитель-

ный и дискретный спектр σ(A1) оператора A1 [49]. Пусть, кроме того, спектр

σ(A1) ограничен справа и не содержит нуля, {ϕk : k ∈ N} — ортонормирован-

ная в L2(Ω) система собственных функций оператора A1, занумерованных по

невозрастанию соответствующих собственных значений {λk : k ∈ N} с учетом
их кратности.

Обозначим ν1 = max{p ∈ {0, 1, . . . , ν − 1} : ap 6= 0}, νj2 = max{p ∈
{0, 1, . . . , ν} : bjp 6= 0}, j ∈ J ⊂ {1, 2, . . . ,m − 1}, ν l3 = max{p ∈ {0, 1, . . . , ν} :

clp 6= 0}, l = 1, 2, . . . , n, νs4 = max{p ∈ {0, 1, . . . , ν} : dsp 6= 0}, s = 1, 2, . . . , r. В

предположении, что P1(λk) 6= 0 при всех k ∈ N, зададим пространство X =

{w ∈ H2ρν1(Ω) : BζAkw(ξ) = 0, k = 0, 1, . . . , ν1 − 1, ζ = 1, 2, . . . , ρ, ξ ∈ ∂Ω},
Aj = P1(A1)

−1P j
2 (A1),DAj = {w ∈ H2ρνj2(Ω) : BζAkw(ξ) = 0, k = 0, 1, . . . , νj2−

1, ζ = 1, 2, . . . , ρ, ξ ∈ ∂Ω}, j = 1, 2, . . . ,m − 1, Bl = P1(A1)
−1P l

3(A1), DBl =

{w ∈ H2ρνl3(Ω) : BζAkw(ξ) = 0, k = 0, 1, . . . , ν l3 − 1, ζ = 1, 2, . . . , ρ, ξ ∈ ∂Ω},
l = 1, 2, . . . , n, Cs = P1(A1)

−1P s
4 (A1), DCs = {w ∈ H2ρνs4(Ω) : BζAkw(ξ) =

0, k = 0, . . . , νs4 − 1, ζ = 1, 2, . . . , ρ, ξ ∈ ∂Ω}, s = 1, 2, . . . , r. Возьмем 0 < α <

2, 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α, ml − 1 < αl 6 ml ∈ N, αl − ml 6= α − m,

l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 > · · · > βr > 0.

Теорема 2.9.1. Пусть в условиях данного параграфа выполняются следую-

щие условия:

(i) в случае нечетного ν−ν1 b
j
ν/aν1 > 0, j ∈ J , clν/aν1 > 0, l = 1, 2, . . . , n,

dsν/aν1 > 0, s = 1, 2, . . . , r;

(ii) в случае четного ν0−ν1 b
j
ν/aν1 6 0, j ∈ J , clν/aν1 6 0, l = 1, 2, . . . , n,

dsν/aν1 6 0, s = 1, 2, . . . , r;

(iii) при dsν 6= 0 βs 6 α, s = 1, 2, . . . , r.

Тогда (A1, A2, . . . , Am−1, B1, B2, . . . , Bn, C1, C2, . . . , Cr) ∈ An,rα (θ0, a0).
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Доказательство. Нетрудно увидеть, что D = {v ∈ H2ρν(Ω) : BγAkv(ξ) =

0, k = 0, 1, . . . , ν0−1, γ = 1, 2, . . . , ρ, ξ ∈ ∂Ω} — плотное множество в X . Для

v ∈ D(
λαI −

m−1∑
j=1

λα−m+jAj −
n∑
l=1

λαlBl −
r∑
s=1

λ−βsCs

)
v =

∞∑
k=1

λαQk(λ, λk)〈v, ϕk〉ϕk,

где

Qk(λ, λk) := 1−
∑
j∈J

λj−m
P j

2 (λk)

P1(λk)
−

n∑
l=1

λαl−α
P l

3(λk)

P1(λk)
−

r∑
s=1

λ−βs−α
P s

4 (λk)

P1(λk)
.

Очевидно, что при фиксированном k ∈ N lim
|λ|→∞

Qk(λ, λk) = 1. Выберем для

достаточно большого N ∈ N настолько большое R > 0, что Qk(λ, λk) > 1/2

при k = 1, 2, . . . , N , |λ| > R.

Так как lim
k→∞

λk = −∞, то при k →∞

P j2 (λk)
P1(λk) ∼ a−1

ν1
bj
νj2
λ
νj2−ν1
k , j ∈ J, P l3(λk)

P1(λk) ∼ a−1
ν1
cl
νl3
λ
νl3−ν1
k , l = 1, 2, . . . , n,

P s4 (λk)
P1(λk) ∼ a−1

ν1
dsνs4λ

νs4−ν1
k , s = 1, 2, . . . , r,

поэтому для фиксированного λ при k →∞

Qk(λ, λk) ∼ 1−
∑
j∈J

λj−ma−1
ν1
bjνλ

ν−ν1
k −

n∑
l=1

λαl−αa−1
ν1
clνλ

ν−ν1
k −

−
r∑
s=1

λ−βs−αa−1
ν1
dsνλ

ν−ν1
k = |λk|ν0−ν1

[
|λk|ν1−ν0−

−signλν0−ν1k

∑
j∈J

λj−ma−1
ν1
bjν +

n∑
l=1

λαl−αa−1
ν1
clν +

r∑
s=1

λ−βs−αa−1
ν1
dsν

 .
При достаточно больших k λk < 0 в силу свойств спектра оператора A1,

поэтому в силу условий (i), (ii) теоремы 2.9.1 все коэффициенты при сте-

пенях λ в последнем выражении отрицательные. Поэтому при λ > 0 и до-

статочно больших k Q(λ, λk) > 0. Возьмем достаточно большое a0 > R и

θ ∈ (π/2, π/α), чтобы шар BR := {λ ∈ C : |λ| 6 R} лежал вне сектора Sθ0,a0.

Тогда при λ ∈ Sθ0,a0 \ R с учетом условия (iii) теоремы 2.9.1∣∣∣∣∣∣arg

signλν0−ν1k

∑
j∈J

λj−ma−1
ν1
bjν +

n∑
l=1

λαl−αa−1
ν1
clν +

r∑
s=1

λ−βs−αa−1
ν1
dsν

∣∣∣∣∣∣ > 0,
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поэтому Qk(λ, λk) 6= 0. Если ∂Sθ0,a0 содержит нули (по λ) функций Qk(λ, λk)

при каких либо k ∈ N, начиная с N + 1, сделаем сдвиг a0 на 1 вправо и

вернемся к прежнему обозначению a0. Теперь в силу непрерывности функций

Qk(λ, λk) по λ можно утверждать, что при λ ∈ Sa0,θ0 |Qk(λ, λk)| > c > 0.

Таким образом, для любого λ ∈ Sθ0,a0∥∥∥∥∥
(
λαI −

m−1∑
j=1

λα−m+jAj −
n∑
l=1

λαlBl −
r∑
s=1

λ−βsCs

)
v

∥∥∥∥∥
X

> c|λ|α‖v‖X ,

следовательно, существует обратный оператор

Rλ :=

(
λαI −

m−1∑
j=1

λα−m+jAj −
n∑
l=1

λαlBl −
r∑
s=1

λ−βsCs

)−1

∈ L(X ),

при этом для всех λ ∈ Sθ0,a0

‖Rλ‖ 6
C

|λ|α−1|λ− a|
.

Для v ∈ D, λ ∈ Sθ0,a0 имеем

∥∥∥∥∥Rλ ·

(
I −

m−1∑
j=p+1

λj−mAj

)
v

∥∥∥∥∥
2

X

6
∞∑
k=1

2

(
1 +

m−1∑
j=p+1

|λ|2(j−m) |P j2 (λk)|2

|P j1 (λk)|2

)
|〈v, ϕk〉|2

|λ|2α|Q(λ, λk)|2
6

6
∞∑
k=1

C1|λk|2(ν−ν1)
(
|λk|−2(ν−ν1) +

∑
j∈J
|aν1 |−2|b

j
ν |2|λ|2(j−m)

)
|〈v, ϕk〉|2

|λ|2α|λk|2(ν−ν1)
∣∣∣∣∣λ−(ν−ν1)k −

∑
j∈J

λ−m+ja−1ν1 b
j

νj2
−

n∑
l=1

λαl−αa−1ν1 c
l
ν −

r∑
s=1

λ−βs−αa−1ν1 d
s
ν

∣∣∣∣∣
2 6

6
∞∑
k=1

C2|〈v, ϕk〉|2

|λ|2(α−1)|λ− a|2
6

C2‖v‖2
X

|λ|2(α−1)|λ− a|2
.

При этом учтено, что λk 6= 0 для всех k ∈ N, поэтому в силу точечности

спектра {λk} существует min
k∈N
|λk| > 0.

Определим по набору чисел α, α1, α2, . . . , αn дефект m∗ и рассмотрим

начально-краевую задачу

Dα−m+k
t v(ξ, 0) = vk(ξ), k = m∗,m− 1, ξ ∈ Ω, (2.9.1)
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BlAkv(ξ, t) = 0, k = 0, 1, . . . , ν − 1, l = 1, 2, . . . , ρ, (ξ, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

(2.9.2)

Dα
t P1(A)v(ξ, t) =

m−1∑
j=1

P j
2 (A)Dα−m+j

t v(ξ, t) +
n∑
l=1

P l
3(A)Dαl

t v(ξ, t)+

+
r∑
s=1

P s
4 (A)Jβst v(ξ, t) + h(ξ, t), (ξ, t) ∈ Ω× (0, T ).

(2.9.3)

При h ∈ [C((0, T );H2ρν(Ω)) ∩ L1(0, T ;H2ρν(Ω))] ∪ Cγ([0, T ];H2ρν1(Ω)), γ ∈
(0, 1], v0, v1 ∈ H2ρν(Ω) для m∗ = 0 (v1 ∈ H2ρν(Ω) для m∗ = 1) в силу теорем

2.5.1 и 2.9.1 существует единственное решение задачи (2.9.1)–(2.9.3).

Замечание 2.9.1. Имеем m∗ = 0, m = 1 при α ∈ (0, 1], в таком случае

m∗ = m−1 и (2.9.1) содержит одно начальное условие. Если же α ∈ (1, 2), то

m = 2 и (2.9.1) содержит одно условие при m∗ = 1 и два условия при m∗ = 0.

Пример. Возьмем α = 7/4, m = 2, n = 1, r = 1, α1 = 4/5, β1 = 5, P1(λ) = λ,

ν1 = 1, P 1
2 (λ) ≡ 0, P 1

3 (λ) = c0 + c1λ + c2λ
2, P 1

4 (λ) = d0 + d1λ, ν = 2, d = 1,

Ω = (0, π), ρ = 1, Au = ∂2u
∂ξ2 , B1 = I. Тогда m = 0, m = 1, m∗ = 1, задача

(1.8.1)–(1.8.3) имеет вид: при (ξ, t) ∈ (0, π)× R+

D
7/4
t

∂2v

∂ξ2
(ξ, t) =

(
c0 + c1

∂2

∂ξ2
+ c2

∂4

∂ξ4

)
D

4/5
t v(ξ, t) +

(
d0 + d1

∂2

∂ξ2

)
J5
t v(ξ, t),

v(0, t) = v(π, t) =
∂2v

∂s2
(0, t) =

∂2v

∂s2
(π, t) = 0, t ∈ R+,

D3/4v(ξ, 0) = v1(ξ), ξ ∈ (0, π).

Она разрешима при c2 > 0, c0, c1, d0, d1 ∈ C по теореме 2.9.1.

2.9.2 Квазилинейное уравнение с многочленами

Возьмем h : Ω × R2 → R, 1 < α < 2, 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α,

ml − 1 < αl 6 ml ∈ N, αl − ml 6= α − m, l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 > · · · >
βr > 0, γ1 < γ2 < · · · < γq < α. Определим по набору этих чисел дефект

µ∗0 ∈ {0, 1, 2}. Рассмотрим начально-краевую задачу

Dα−m+k
t v(ξ, 0) = vk(ξ), ξ ∈ Ω, k = µ∗0,m− 1, (2.9.4)
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BζAkv(ξ, t) = 0, k = 0, 1, . . . , ν − 1, ζ = 1, 2, . . . , ρ, (ξ, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

(2.9.5)

Dα
t P1(A)v(ξ, t) =

∑
j∈J

P j
2 (A)Dα−m+j

t v(ξ, t) +
n∑
l=1

P l
3(A)Dαl

t v(ξ, t)+

+
r∑
s=1

P s
4 (A)Jβst v(ξ, t) + h(ξ,Dγ1

t v(ξ, t), . . . , D
γq
t v(ξ, t)), (ξ, t) ∈ Ω× (0, T ).

(2.9.6)

Замечание 2.9.2. Рассуждая, как в замечании 2.9.1, заметим, что в (2.9.4)

содержится одно начальное условие или они вообще отсутствуют, если α ∈
(0, 1]. В случае же α ∈ (1, 2) условий в (2.9.4) два, одно или пустое множество.

В частности, при γq ∈ (α − 1, α) имеем µ0 = 2, в этом случае начальные

условия (2.9.4) в задаче отсутствуют.

Как в разделе 1.8.3, но с помощью теорем 2.8.2 и 2.9.1 для произволь-

ных начальных данных из D при h ∈ C∞(Ω × R2;R), d < 4ρν существует

единственное решение задачи (2.9.4)–(2.9.6).

2.9.3 Cистемы уравнений динамики вязкоупругих сред

Как в разделе 1.8.4, перейдем от начально-краевой задачи

Dα−m+k
t v(ξ, 0) = vk(ξ), ξ ∈ Ω, k = m∗,m− 1, (2.9.7)

v(ξ, t) = 0, (ξ, t) ∈ ∂Ω× (0, T ], (2.9.8)

Dα
t v(ξ, t) = χDδ1

t ∆v(ξ, t) + νDδ2
t ∆v(ξ, t) + κDδ3

t ∆v(ξ, t)−
−r(ξ, t) + g(ξ, t), (ξ, t) ∈ Ω× (0, T ],

(2.9.9)

∇ · v(ξ, t) = 0, (ξ, t) ∈ Ω× (0, T ], (2.9.10)

в ограниченной области Ω ⊂ Rd с гладкой границей ∂Ω при α, χ, ν, κ ∈ R,

δi ∈ R, i = 1, 2, 3, к задаче (2.9.7), (2.9.8) для уравнения

Dα
t v(ξ, t) = χDδ1

t Bv(ξ, t) + νDδ2
t Bv(ξ, t) + κDδ3

t Bv(ξ, t)+

+Σg(ξ, t), (ξ, t) ∈ Ω× (0, T ],
(2.9.11)

Здесь B := Σ∆ ∈ Cl(Hσ), DB := H2
σ.
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При α > δ1 > δ2 > δ3, m − 1 < α 6 m ∈ {1, 2}, α − min{δ2, δ3} < 2,

χ, ν, κ > 0 возьмем с учетом уравнения несжимаемости (2.9.10) X = Hσ,

F1 = κB, F2 = νB, F3 = χB — линейные замкнутые операторы c областью

определения DFj = D = H2
σ, j = 1, 2, 3, плотной в Hσ.

Пусть для определенности α ∈ (1, 2), δ1 > 0, δ2 = 0, δ3 < 0, α− δ1 /∈ N.

Рассуждая, как при доказательстве теоремы 2.9.1, нетрудно показать, что

(0, A1, A2, A3) ∈ A1,2
α и по теореме 2.5.1 для всех v0, v1 ∈ H2

σ при m∗ = 0 (для

всех v1 ∈ H2
σ при m∗ = 1) при условии

Σg ∈ [C((0, T );H2
σ) ∩ L1(0, T ;H2

σ)] ∪ Cγ([0, T ];Hσ), γ ∈ (0, 1],

существует единственное решение задачи (2.9.7), (2.9.8), (2.9.11). Поэтому

задача (2.9.7)–(2.9.10) также имеет единственное решение.

Рассмотрим также начально-краевую задачу

Dα−m+k
t v(ξ, 0) = vk(ξ), ξ ∈ Ω, k = m∗,m− 1, (2.9.12)

Dα−m+k
t τ(ξ, 0) = τk(ξ), ξ ∈ Ω, k = m∗,m− 1, (2.9.13)

v(ξ, t) = 0, τ(ξ, t) = 0, (ξ, t) ∈ ∂Ω× (0, T ], (2.9.14)

для линеаризованной системы уравнений термоконвекции в той же среде

Dα
t v(ξ, t) = χDα

t ∆v(ξ, t) + ν∆v(ξ, t) + κDδ
t∆v(ξ, t)−

−r(ξ, t) + g(ξ, t), (ξ, t) ∈ Ω× (0, T ],
(2.9.15)

∇ · v(ξ, t) = 0, (ξ, t) ∈ Ω× (0, T ], (2.9.16)

Dα
t τ(ξ, t) = %4τ(ξ, t) + ςvn(ξ, t) + h(ξ, t), (ξ, t) ∈ Ω× (0, T ]. (2.9.17)

где m − 1 < α 6 m ∈ {1, 2}, δ < 0, χ, ν, κ, %, ς ∈ R, 4 — оператор Лапласа

в пространстве L2(Ω), определенный на плотном множестве H2
0(Ω) := {w ∈

H2(Ω) : w(x) = 0, x ∈ ∂Ω}, τ — функция температуры. Систему (2.9.15)–

(2.9.17) также редуцируем к разрешенной относительно старшей производной

системе

Dα
t v(ξ, t) = χDδ1

t Bv(ξ, t) + νDδ2
t Bv(ξ, t) + κDδ3

t Bv(ξ, t)+

+Σg(ξ, t), (ξ, t) ∈ Ω× (0, T ],
(2.9.18)
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Dα
t τ(ξ, t) = %4τ(ξ, t) + ςvn(ξ, t) + h(ξ, t), (ξ, t) ∈ Ω× (0, T ]. (2.9.19)

При α > δ1 > δ2 = 0 > δ3, m− 1 < α 6 m ∈ {1, 2}, α−min{δ2, δ3} < 2,

χ, ν, κ > 0 положим

X = Hσ × L2(Ω), (2.9.20)

B1 =

(
χB O
O O

)
, C1 =

(
νB O
ςPn %4

)
, C2 =

(
κB O
O O

)
, (2.9.21)

f(t) =

(
Σg(·, t)
h(·, t)

)
, t ∈ [0, T ].

Здесь Pn — проектор вектора на последнюю компоненту (v1, v2, . . . , vn)→ vn.

Тогда B1, C1, C2 ∈ Cl(X ), DB1
= DC2

= H2
σ × L2(Ω), DC1

= D = H2
σ ×H2

0(Ω).

Имеем x(t) ∈ X , где x(t) = (v(·, t), τ(·, t)).

Лемма 2.9.1. Пусть α ∈ (0, 2), α > δ1 > δ2 = 0 > δ3, α − δ1 6= 1, χ, % > 0,

ν, κ, ς ∈ R, пространство X имеет вид (2.9.20), операторы B1, C1, C2 опреде-

лены в (2.9.21). Тогда (B1, C1, C2) ∈ A1,2
α (θ0, a0) при α ∈ (0, 1] и (0, B1, C1, C2) ∈

A1,2
α (θ0, a0) при α ∈ (1, 2) при некоторых a0 > 0, θ0 ∈ (π/2, π).

Доказательство. Сначала заметим, что D = H2
σ × H2

0(Ω) плотно в X =

Hσ × L2(Ω).

Возьмем α ∈ [1, 2), δ = π(2−α)
4α , θ0 = π

2 + δ = π(2+α)
4α , a0 > 0. Тогда

(µαI − %4)−1 ∈ L(L2(Ω)) при всех µ ∈ Sθ0,a0, поскольку | arg µα| ∈ (π/2, π), а

спектр оператора %4 отрицателен. При этом для любого w ∈ L2(Ω)

‖(µαI − %4)−1w‖2
L2(Ω) =

∞∑
k=0

|(w,ψk)|2

|µα − %µk|2
6

‖w‖2
L2(Ω)

cos2(απ/4)|µ|2α
, (2.9.22)

где (·, ·) — скалярное произведение в L2(Ω), {µk}— собственные значения опе-

ратора4, {ψk}— ортонормированная система соответствующих собственных

функций.

При достаточно большом a0 > 0 и любом µ ∈ Sθ0,a0 мало отличается от

нуля arg(χ+ νµδ2−δ1 + κµδ3−δ1), поэтому при любом µ ∈ Sθ0,a0 имеем

|µα − (χµδ1 + νµδ2 + κµδ3)λk| =
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= |µ|α|1− µδ1−α(χ+ νµδ2−δ1 + κµδ3−δ1)λk| > |µ|α cos(απ/4)

и для любых u ∈ Hσ

‖(µαI − (χµδ1 + νµδ2 + κµδ3)B)−1u‖2
Hσ =

=
∞∑
k=0

|〈u, ϕk〉|2

|µα − (χµδ1 + νµδ2 + κµδ3)λk|2
6

‖u‖2
Hσ

cos2(απ/4)|µ|2α
, (2.9.23)

где 〈·, ·〉 — скалярное произведение в Hσ, {λk} — собственные значения опе-

ратора B, которые, как известно, отрицательны [24], {ϕk} — ортонормиро-

ванная система соответствующих собственных функций.

При µ ∈ Sθ0,a0

µαI − µδ1B1 − µδ2C1 − µδ3C2 =

(
µαI − (χµδ1 + νµδ2 + κµδ3)B O

−ςPn µαI − %4

)
,

(µαI − µδ1B1 − µδ2C1 − µδ3C2)
−1 =

=

(
(µαI − (χµδ1 + νµδ2 + κµδ3)B)−1 O

ς(µαI − %4)−1Pn(µ
αI − (χµδ1 + νµδ2 + κµδ3)B)−1 (µαI − %4)−1

)
.

Отсюда и из неравенств (2.9.22), (2.9.23) получим требуемое.

При α ∈ (0, 1) доказательство аналогично. При этом θ0 можно выбрать

из (π/2, π) произвольным, а в оценках (2.9.22), (2.9.23) cos(απ/4) надо заме-

нить на sin θ0.

Замечание 2.9.3. Из доказательства видно, что при α − δ1 = 1 оператор

B1 придется переобозначить через A1, чтобы соответствовать обозначениям

данной работы, и тогда можно будет утверждать в условиях предыдущей

леммы, что (A1, 0, C1, C2) ∈ A0,2
α (θ0, a0).

Замечание 2.9.4. Аналогично нетрудно рассмотреть случаи других знаков

у порядков δi, i = 1, 2, 3.

Теорема 2.9.2. Пусть α > δ1 > δ2 = 0 > δ3, α− δ1 6= 1, χ, % > 0, ν, κ, ς ∈ R;

v0 ∈ H2
σ, τ0 ∈ H2(Ω) при α ∈ (0, 1]; v0, v1 ∈ H2

σ, τ0, τ1 ∈ H2(Ω) при α ∈
(1, 2); h ∈ C([0, T ];L2), Σh ∈ [C((0, T );H2

σ) ∩ L1(0, T ;H2
σ)] ∩ Cγ([0, T ];H2

σ),

f ∈ [C((0, T );H2(Ω)) ∩ L1(0, T ;H2(Ω))] ∩ Cγ([0, T ];H2(Ω)), γ ∈ (0, 1]. Тогда

существует единственное решение задачи (2.9.12)–(2.9.17).
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Доказательство. Редуцируем начально-краевую задачу (2.9.12)–(2.9.17) к на-

чальной задаче (2.5.8), (2.5.9), используя операторы (2.9.21) в пространстве

(2.9.20). В силу леммы 2.9.1 и теоремы 2.5.1 получим требуемое.
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3 Вырожденные эволюционные уравнения

В главе исследуется однозначная разрешимость начальных задач типа Ко-

ши для линейного неоднородного уравнения с несколькими производными

Римана — Лиувилля

Dα
t Lx(t) =

j0∑
j=1

MjD
α−m+j
t x(t) +

n∑
l=1

NlD
αl
t x(t) +

r∑
s=1

SsJ
βs
t x(t) + g(t),

где m − 1 < α 6 m ∈ N, j0 ∈ {0, 1, . . . ,m − 1}, 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α,

ml−1 < αl 6 ml ∈ N, αl−ml 6= α−m, l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 > · · · > βr > 0.

Операторы L,M1,M2, . . . ,Mm−1, N1, N2, . . . , Nn, S1, . . . , Sr ∈ L(X ;Y),

где X и Y — банаховы пространства. При этом предполагается, что оператор

L при старшей дробной производной имеет нетривиальное ядро kerL 6= {0},
по этой причине такие уравнения называются вырожденными.

Рассмотрены два возможных случая: αn < α−m+j0 и αn > α−m+j0. В

предположении (L, 0)-ограниченности оператора Mj0 в первом случае и опе-

ратора Nn во втором случае исходное уравнение редуцировано к системе двух

уравнений на взаимно дополнительных подпространствах. Аналогичным об-

разом рассмотрен также класс линейных обратных задач для вырожденных

уравнений с несколькими дробными производными Римана — Лиувилля. Все

это дает возможность при получении результатов данной главы существен-

ным образом использовать результаты главы 1.

Результаты данной главы для уравнений в банаховых пространствах

применяются для исследования однозначной разрешимости начально-краевых

задач для уравнений и систем уравнений в частных производных, не разре-

шимых относительно старшей производной Римана — Лиувилля по времени.

Как и в первой главе, рассматривается класс начально-краевых задач для

линейного уравнения с многочленами от самосопряженного эллиптическо-

го дифференциального по пространственным переменным оператора, но при

условии обращения в нуль многочлена при дробной производной на спектре

эллиптического оператора.
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3.1 Линейное неоднородное уравнение

Пусть заданы операторы

L,M1,M2, . . . ,Mm−1, N1, N2, . . . , Nn, S1, S2, . . . , Sr ∈ L(X ;Y),

kerL 6= {0}. Все операторы N1, N2, . . . , Nn, S1, S2, . . . , Sr нулевыми не явля-

ются, при этом некоторые (или все) операторы Mj могут быть нулевыми.

Если все Mj = 0, j = 1, 2, . . . ,m − 1, то положим j0 = 0, иначе существует

j0 ∈ {1, 2, . . . ,m− 1}, такое, что Mj0 6= 0, Mj = 0, j = j0 + 1, j0 + 2, . . . ,m− 1.

Рассмотрим линейное неоднородное уравнение

Dα
t Lx(t) =

j0∑
j=1

MjD
α−m+j
t x(t) +

n∑
l=1

NlD
αl
t x(t) +

r∑
s=1

SsJ
βs
t x(t) + g(t), (3.1.1)

которое будем называть вырожденным в силу предположения kerL 6= {0}.
Здесь g ∈ C((0, T );Y) ∩ L1((0, T );Y), m − 1 < α 6 m ∈ N, 0 < α1 < α2 <

· · · < αn < α, ml − 1 < αl 6 ml ∈ N, αl − ml 6= α − m, l = 1, 2, . . . , n,

α := max{αl : l ∈ {1, 2, . . . , n}, αl −ml < α−m}, m = dαe, α := max{αl : l ∈
{1, 2, . . . , n}, αl −ml > α −m}, m = dαe, m∗ := max{m − 1,m}, β1 > β2 >

· · · > βr > 0.

Решением уравнения (3.1.1) называется такая функция x : (0, T ]→ X ,

что Jm−αt Lx ∈ Cm((0, T );Y), Jm−αt x ∈ Cj0((0, T );X ), Jml−αl
t x ∈ Cml((0, T );X ),

Jβst x ∈ C((0, T );X ) и выполняется равенство (3.1.1) при всех t ∈ (0, T ).

Рассмотрим два возможных случая: αn < α−m+ j0 и αn > α−m+ j0.

3.1.1 Случай αn < α−m+ j0

Пусть Mj0 6= 0, Mj = 0, j = j0 + 1, j0 + 2, . . . ,m − 1, αn < α − m + j0,

предположим, что оператор Mj0 (L, σ)-ограничен, т. е.

∃a > 0 ∀µ ∈ C (|µ| > a)⇒ ((µL−Mj0)
−1 ∈ L(Y ;X )) .

В этом случае определим проекторы

P :=
1

2πi

∫
γ

(µL−Mj0)
−1Ldµ ∈ L(X ), Q :=

1

2πi

∫
γ

L(µL−Mj0)
−1 dµ ∈ L(Y),
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где γ := {µ ∈ C : |µ| = r > a} (см. [135, с. 89, 90]). Положим X 0 := kerP ,

X 1 := imP , Y0 := kerQ, Y1 := imQ. Обозначим для краткости P0 := I − P ,

Q0 := I − Q, через Lq, Mj,q, Nl,q, Ss,q обозначим сужения операторов L, Mj,

j = 1, 2, . . . , j0, Bl, l = 1, 2, . . . , n, Ss, s = 1, 2, . . . , r, на X q, q = 0, 1. Известно

(см. [135, с. 90, 91]), что LP = QL, Mj0P = QMj0, Mj0,q ∈ L
(
X q;Yq

)
, Lq ∈

L
(
X q;Yq

)
, q = 0, 1. Кроме того, в рассматриваемой ситуации существуют

операторы M−1
j0,0
∈ L

(
Y0;X 0

)
, L−1

1 ∈ L
(
Y1;X 1

)
.

Будем дополнительно предполагать, что L0 = 0, в этом случае (L, σ)-

ограниченный оператор Mj0 называется (L, 0)-ограниченным [135]. При этом

в случае выполнения дополнительных условий

QMj = MjP, j = 1, 2, . . . , j0 − 1, QNl = NlP, l = 1, 2, . . . , n,

QSs = SsP, s = 1, 2, . . . , r,
(3.1.2)

уравнение (3.1.1) редуцируется к системе двух уравнений на взаимно допол-

нительных подпространствах X 0 и X 1:

Dα
t v(t) =

j0∑
j=1

L−1
1 QMjD

α−m+j
t v(t) +

n∑
l=1

L−1
1 QNlD

αl
t v(t)+

+
r∑
s=1

L−1
1 QSsJ

βs
t v(t) + L−1

1 Qg(t),

(3.1.3)

Dα−m+j0
t w(t) = −

j0−1∑
j=1

M−1
j0,0
Q0MjD

α−m+j
t w(t)−

−
n∑
l=1

M−1
j0,0
Q0NlD

αl
t w(t)−

r∑
s=1

M−1
j0,0
Q0SsJ

βs
t w(t)−M−1

j0,0
Q0g(t),

(3.1.4)

где v(t) := Px(t), w(t) := P0x(t), t > 0. Действительно, например,

QM1D
α−m+1
t x(t) = M1PD

α−m+1
t x(t) = M1D

α−m+1
t v(t),

следовательно,

Q0M1D
α−m+1
t x(t) = (I −Q)M1D

α−m+1
t x(t) =

= M1(I − P )Dα−m+1
t x(t) = M1D

α−m+1
t w(t).

Теорема 3.1.1. Пусть m − 1 < α 6 m ∈ N, 0 < α1 < α2 < · · · < αn <

α−m+ j0, ml − 1 < αl 6 ml ∈ N, αl −ml 6= α−m, l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 >
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· · · > βr > 0, L ∈ L(X ;Y), kerL 6= {0}, Mj ∈ L(X ;Y), j = 1, 2, . . . , j0, Mj0

(L, 0)-ограничен, Nl ∈ L(X ;Y), l = 1, 2, . . . , n, Ss ∈ L(X ;Y), s = 1, 2, . . . , r,

выполняются условия (3.1.2), xk ∈ X , k = m∗,m∗ + 1, . . . , j0 − 1, xk ∈ X 1,

k = j0, j0 + 1, . . . ,m − 1, g ∈ C((0, T );Y) ∩ L1(0, T ;Y). Тогда существует

единственное решение задачи

Dα−m+k
t x(0) = xk, k = m∗,m∗ + 1, . . . , j0 − 1, (3.1.5)

Dα−m+k
t (Px)(0) = xk, k = j0, j0 + 1, . . . ,m− 1, (3.1.6)

для уравнения (3.1.1).

Доказательство. Понятно, что в силу условия αn < α − m + j0 уравнения

(3.1.3) и (3.1.4) имеют одни и те же показатели α, α, m, m, m∗ 6 j0 − 1. В

итоге имеем задачу

Dα−m+k
t v(0) = Pxk, k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1,

для уравнения (3.1.3) и задачу

Dα−m+k
t w(0) = P0xk, k = m∗,m∗ + 1, . . . , j0 − 1,

для уравнения (3.1.4). По теореме 1.4.1 каждая из этих задач имеет един-

ственное решение.

Отметим, что хотя бы одно условие в (3.1.5) присутствует.

Замечание 3.1.1. В случае (L, 0)-ограниченности оператора M условия ви-

да Dα−m+k
t (Px)(0) = xk эквивалентны условиям Dα−m+k

t (Lx)(0) = yk c yk =

L1xk в силу гомеоморфности оператора L1 : X 1 → Y1.

3.1.2 Случай αn > α−m+ j0

Пусть αn > α − m + j0, оператор Nn (L, 0)-ограничен. Тогда существуют

проекторы

P :=
1

2πi

∫
γ

(µL−Nn)
−1Ldµ ∈ L(X ), Q :=

1

2πi

∫
γ

L(µL−Nn)
−1 dµ ∈ L(Y),
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которым соответствуют подпространства X q, Yq и при выполнении условий

QMj = MjP, j = 1, 2, . . . , j0, QNl = NlP, l = 1, 2, . . . , n− 1,

QSs = SsP, s = 1, 2, . . . , r,
(3.1.7)

уравнение (3.1.1) редуцируется к системе двух уравнений на подпростран-

ствах X 0 и X 1:

Dα
t v(t) =

j0∑
j=1

L−1
1 QMjD

α−m+j
t v(t) +

n∑
l=1

L−1
1 QNlD

αl
t v(t)+

+
r∑
s=1

L−1
1 QSsJ

βs
t v(t) + L−1

1 Qg(t),

(3.1.8)

Dαn
t w(t) = −

j0∑
j=1

N−1
n,0Q0MjD

α−m+j
t w(t)−

n−1∑
l=1

N−1
n,0Q0NlD

αl
t w(t)−

−
r∑
s=1

N−1
n,0Q0SsJ

βs
t w(t)−N−1

n,0Q0g(t),

(3.1.9)

где v(t) := Px(t), w(t) := (I − P )x(t) = P0x(t), t > 0. Для уравнения (3.1.8)

начальные условия, как и в первом случае, будут иметь вид

Dα−m+k
t (Px)(0) = xk, k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1. (3.1.10)

Для уравнения (3.1.9) определим параметры

α0 = max{α−m+j0, αl : l = 1, 2, . . . , n−1, αl−ml < αn−mn, α−m < αn−mn},

α0 = max{α−m+j0, αl : l = 1, 2, . . . , n−1, αl−ml > αn−mn, α−m > αn−mn},

m0 = dα0e, m0 = dα0e, m∗0 := max{m0 − 1,m0}.

Теперь можно сформулировать начальные условия для уравнения (3.1.9):

Dαn−mn+k
t (P0x)(0) = yk, k = m∗0,m

∗
0 + 1, . . . ,mn − 1. (3.1.11)

Здесь, как и в первом случае, что m∗0 < mn.

По аналогии с предыдущей теоремой получаем следующий результат.

Теорема 3.1.2. Пусть m−1 < α 6 m ∈ N, 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α, α−
m+ j0 < αn, ml−1 < αl 6 ml ∈ N, αl−ml 6= α−m, l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 >

· · · > βr > 0, L ∈ L(X ;Y), kerL 6= {0}, Mj ∈ L(X ;Y), j = 1, 2, . . . , j0, Nl ∈
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L(X ;Y), l = 1, 2, . . . , n, Nn (L, 0)-ограничен, Ss ∈ L(X ;Y), s = 1, 2, . . . , r,

выполняются условия (3.1.7), xk ∈ X 1, k = m∗,m∗+ 1, . . . ,m − 1, yk ∈ X 0,

k = m∗0,m
∗
0 + 1, . . . ,mn− 1, g ∈ C((0, T );Y)∩L1(0, T ;Y). Тогда существует

единственное решение задачи (3.1.10), (3.1.11) для уравнения (3.1.1).

3.2 Линейные обратные задачи

Пусть X , Y — банаховы пространства, L,M1,M2, . . . ,Mm−1, N1, N2, . . . , Nn,

S1, S2, . . . , Sr ∈ L(X ;Y), kerL 6= {0}. Как и прежде, нулевыми здесь мо-

гут быть только некоторые (или все) операторы Mj. Если все Mj = 0, j =

1, 2, . . . ,m − 1, то положим j0 = 0, иначе существует j0 ∈ {1, 2, . . . ,m − 1},
такое, что Mj0 6= 0, Mj = 0, j = j0 + 1, j0 + 2, . . . ,m− 1.

Рассмотрим эволюционное уравнение

Dα
t Lx(t) =

j0∑
j=1

MjD
α−m+j
t x(t)+

n∑
l=1

NlD
αl
t x(t)+

r∑
s=1

SsJ
βs
t x(t)+ϕ(t)u, (3.2.1)

которое мы будем называть вырожденным в силу условия kerL 6= {0}. Здесь
ϕ ∈ C((0, T );R) ∩ L1(0, T ;R) задано, элемент u ∈ Y неизвестен. Рассмотрим

два возможных случая: αn < α−m+ j0 и αn > α−m+ j0.

3.2.1 Случай αn < α−m+ j0

При αn < α − m + j0 предположим, что оператор Mj0 (L, 0)-ограничен и

выполняются условия

QMj = MjP, j = 1, 2, . . . , j0 − 1, 1QNl = NlP, l = 1, 2, . . . , n,

QSs = SsP, s = 1, 2, . . . , r.
(3.2.2)

Уравнение (3.2.1) с начальными условиями

Dα−m+k
t x(0) = xk, k = m∗,m∗ + 1, . . . , j0 − 1,

Dα−m+k
t (Px)(0) = xk, k = j0, j0 + 1, . . . ,m− 1,

(3.2.3)

и условием переопределения
T∫

0

x(t)dµ(t) = xT , (3.2.4)
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где µ : [0, T ] → R — функция ограниченной вариации, а соответствующий

интеграл понимается в смысле Римана — Стилтьеса, редуцируем к двум за-

дачам на X 1 и X 0 соответственно:

Dα
t v(t) =

j0∑
j=1

L−1
1 MjD

α−m+j
t v(t) +

n∑
l=1

L−1
1 NlD

αl
t v(t)+

+
r∑
s=1

L−1
1 SsJ

βs
t v(t) + ϕ(t)L−1

1 u1, t ∈ (0, T ],

(3.2.5)

Dα−m+k
t v(0) = vk, k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1, (3.2.6)

T∫
0

v(t)dµ(t) = vT (3.2.7)

и

Dα−m+j0
t w(t) = −

j0−1∑
j=1

M−1
j0,0
MjD

α−m+j
t w(t)−

n∑
l=1

M−1
j0,0
NlD

αl
t w(t)−

−
r∑
s=1

M−1
j0,0
SsJ

βs
t w(t)− ϕ(t)M−1

j0,0
u0, t ∈ (0, T ],

(3.2.8)

Dα−m+k
t w(0) = wk, k = m∗,m∗ + 1, . . . , j0 − 1, (3.2.9)

T∫
0

w(t)dµ(t) = wT , (3.2.10)

где v(t) := Px(t), vk := Pxk, k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1, vT := PxT , u1 = Qu,

w(t) := P0x(t), wk := P0xk, k = m∗,m∗ + 1, . . . , j0 − 1, wT := P0xT , u0 = Q0u.

Заметим, что уравнения (3.2.5) и (3.2.8) являются разрешенными отно-

сительно старшей дробной производной, следовательно, по теореме 1.5.1 за-

дача (3.2.5)–(3.2.7) (задача (3.2.8)–(3.2.10)) корректна тогда и только тогда,

когда существует обратный оператор χ−1
1 ∈ L(X 1;Y1) (χ−1

0 ∈ L(X 0;Y0)), при

этом единственное решение имеет вид u1 = χ−1
1 ψ1 (u0 = χ−1

0 ψ0). Здесь

χ1 :=

T∫
0

dµ(t)

t∫
0

Z1
m−1(t− s)L−1

1 ϕ(s)ds, ψ1 := vT −
T∫

0

m−1∑
p=m∗

Z1
p(t)vpdµ(t),

Z1
p(t) :=

1

2πi

∫
Γ1

λ−αR1
λ

(
λm−1−pL1 −

j0∑
j=p+1

λj−1−pMj,1

)
eλtdλ,

R1
λ :=

(
L1 −

j0∑
j=1

λj−mMj,1 −
n∑
l=1

λαl−αNl,1 −
r∑
s=1

λ−βs−αSs,1

)−1

,
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χ0 :=

T∫
0

dµ(t)

t∫
0

Z0
m−1(t− s)M−1

j0,0
ϕ(s)ds, ψ0 := wT −

T∫
0

j0−1∑
p=m∗

Z0
p(t)wpdµ(t),

Z0
p(t) :=

1

2πi

∫
Γ0

λ−αR0
λ ·

(
λm−1−pMj0,0 +

j0−1∑
j=p+1

λj−1−pMj,0

)
eλtdλ,

R0
λ :=

(
Mj0,0 +

j0−1∑
j=1

λj−mMj,0 +
n∑
l=1

λαl−αNl,0 +
r∑
s=1

λ−βs−αSs,0

)−1

.

Здесь использованы очевидные преобразования, контуры Γ1 и Γ0 строятся

так же, как и Γ в теореме 1.3.1.

Теперь введем строгие определения и формулировки.

Решением задачи (3.2.1), (3.2.3) называется x : (0, T ] → X , для ко-

торого Jm−αt Lx ∈ Cm((0, T ];Y) ∩ Cm−1([0, T ];Y), Jm−αt x ∈ Cj0((0, T ];X ) ∩
Cj0−1([0, T ];X ), Jml−αl

t x ∈ Cml((0, T ];X ), Jβst x ∈ C((0, T ];X ), выполняется

равенство (3.2.1) при всех t ∈ (0, T ] и равенства (3.2.3).

Решением задачи (3.2.1), (3.2.3), (3.2.4) называется такая пара (x, u),

что x является решением задачи (3.2.1), (3.2.3) с соответствующим u ∈ Y в

уравнении, а также удовлетворяет условию (3.2.4).

Задача (3.2.1), (3.2.3), (3.2.4) называется корректной, если для любых

xk ∈ X , k = 0, 1, . . . , j0 − 1, xk ∈ X 1, k = j0, j0 + 1, . . . ,m − 1, xT ∈ X
существует ее единственное решение, при этом ‖u‖Y 6 C(‖xm∗‖X+‖xm∗+1‖X+

· · ·+ ‖xm−1‖X + ‖xT‖X ), где C не зависит от xk, k = m∗, . . . ,m− 1, xT .

Теорема 3.2.1. Пусть 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α−m+j0, m−1 < α 6 m ∈
N, ml−1 < αl 6 ml ∈ N, αl−ml 6= α−m, l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 > · · · > βr >

0, L ∈ L(X ;Y), kerL 6= {0}, Mj ∈ L(X ;Y), j = 1, 2, . . . ,m−1, Nl ∈ L(X ;Y),

l = 1, 2, . . . , n, Ss ∈ L(X ;Y), s = 1, 2, . . . , r, оператор Mj0 (L, 0)-ограничен,

выполняются условия (3.2.2), ϕ ∈ C((0, T ];R) ∩ L1(0, T ;R), функция µ :

[0, T ] → R имеет ограниченную вариацию, при m∗ = 0 существует такое

ε ∈ (0, T ], что µ ∈ C1([0, ε];R). Тогда для корректности задачи (3.2.1),

(3.2.3), (3.2.4) необходимо и достаточно, чтобы существовали операторы

χ−1
1 ∈ L(X 1;Y1), χ−1

0 ∈ L(X 0;Y0). При этом решение имеет вид u = χ−1
1 ψ1+
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χ−1
0 ψ0.

3.2.2 Случай αn > α−m+ j0

Пусть αn > α−m+ j0, оператор Nn (L, 0)-ограничен. Тогда при выполнении

дополнительных условий

QMj = MjP, j = 1, 2, . . . , j0, QNl = NlP, l = 1, 2, . . . , n− 1,

QSs = SsP, s = 1, 2, . . . , r,
(3.2.11)

по аналогии с первым случаем рассмотрим два уравнения на подпростран-

ствах X 1 и X 0 соответственно: уравнение

Dα
t v(t) =

j0∑
j=1

L−1
1 MjD

α−m+j
t v(t) +

n∑
l=1

L−1
1 NlD

αl
t v(t)+

+
r∑
s=1

L−1
1 SsJ

βs
t v(t) + ϕ(t)L−1

1 u1,

(3.2.12)

снабженное условиями

Dα−m+k
t v(0) = vk, k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1, (3.2.13)

T∫
0

v(t)dµ(t) = vT , (3.2.14)

и уравнение

Dαn
t w(t) = −

j0∑
j=1

N−1
n,0MjD

α−m+j
t w(t)−

n−1∑
l=1

N−1
n,0NlD

αl
t w(t)−

−
r∑
s=1

N−1
n,0SsJ

βs
t w(t)− ϕ(t)N−1

n,0u
0, t ∈ (0, T ],

(3.2.15)

для которого определим параметры m0 = dα0e, m0 = dα0e, m∗0 := max{m0 −
1,m0}, где

α0 = max{α−m+ j0, αl : l = 1, 2, . . . , n− 1,

αl −ml < αn −mn, α−m < αn −mn},
α0 = max{α−m+ j0, αl : l = 1, 2, . . . , n− 1,

αl −ml > αn −mn, α−m > αn −mn}.

Теперь можно сформулировать начальные условия для уравнения (3.2.15):

Dαn−mn+k
t w(0) = wk, k = m∗0,m

∗
0 + 1, . . . ,mn − 1, (3.2.16)
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и задать условие переопеределения

T∫
0

w(t)dµ(t) = wT . (3.2.17)

Как и прежде, v(t) = Px(t), u1 = Qu, w(t) = P0x(t), u0 = Q0u.

Условия обратной задачи для уравнения (3.2.1) перепишем в виде

Dα−m+k
t (Px)(0) = vk, k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1, (3.2.18)

Dαn−mn+k
t (P0x)(0) = wk, k = m∗0,m

∗
0 + 1, . . . ,mn − 1, (3.2.19)

T∫
0

x(t)dµ(t) = xT = vT + wT . (3.2.20)

Задачу (3.2.1), (3.2.18)–(3.2.20) будем называть корректной, если кор-

ректны задачи (3.2.12)–(3.2.14) и (3.2.15)–(3.2.17).

По теореме 1.5.1, как и в первом случае, получим следующий результат.

Теорема 3.2.2. Пусть m − 1 < α 6 m ∈ N, 0 < α1 < α2 < · · · <
αn < α, αn > α − m + j0, ml − 1 < αl 6 ml ∈ N, αl − ml 6= α − m,

l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 > · · · > βr > 0, L ∈ L(X ;Y), kerL 6= {0}, Mj ∈
L(X ;Y), j = 1, 2, . . . ,m − 1, Nl ∈ L(X ;Y), l = 1, 2, . . . , n, Ss ∈ L(X ;Y),

s = 1, 2, . . . , r, оператор Nn (L, 0)-ограничен, выполняются условия (3.2.11),

ϕ ∈ C((0, T ];R) ∩ L1(0, T ;R), функция µ : [0, T ] → R имеет ограниченную

вариацию, при m∗m∗0 = 0 существует такое ε ∈ (0, T ], что µ ∈ C1([0, ε];R).

Тогда для корректности задачи (3.2.1), (3.2.18)–(3.2.20) необходимо и доста-

точно, чтобы существовали операторы χ−1
1 ∈ L(X 1;Y1), χ−1

0 ∈ L(X 0;Y0).

При этом u = χ−1
1 ψ1 + χ−1

0 ψ0.
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Здесь

χ1 :=

T∫
0

dµ(t)

t∫
0

Z1
m−1(t− s)L−1

1 ϕ(s)ds, ψ1 := vT −
T∫

0

m−1∑
p=m∗

Z1
p(t)vpdµ(t),

Z1
p(t) =

1

2πi

∫
Γ1

λ−αR1
λ

(
λm−1−pL1 −

j0∑
j=p+1

λj−1−pMj

)
eλtdλ,

R1
λ :=

(
L1 −

j0∑
j=1

λj−mMj,1 −
n∑
l=1

λαl−αNl,1 −
r∑
s=1

λ−βs−αSs,1

)−1

,

χ0 :=

T∫
0

dµ(t)

t∫
0

Z0
m−1(t− s)N−1

n,0ϕ(s)ds, ψ0 := wT −
T∫

0

mn−1∑
p=m∗

0

Z0
p(t)wpdµ(t),

Z0
p(t) =

1

2πi

∫
Γ0

λ−αnR0
λ

λmn−1−pNn,0 −
mn−1∑
l=p+1

λl−1−pTl

 eλtdλ,

R0
λ :=

(
Nn,0 −

j0∑
j=1

λj−mMj,0 −
n−1∑
l=1

λαl−αNl,0 −
r∑
s=1

λ−βs−αSs,0

)−1

,

Tl = Nl при αl −ml = αn −mn, Tl = 0 при αl −ml 6= αn −mn.

3.3 Приложения к начально-краевым задачам

Полученные результаты при исследовании начальных задач для вырожден-

ных эволюционных уравнений дробного порядка в банаховых пространствах

в этом параграфе используем для изучения вопросов однозначной разреши-

мости начально-краевых задач для уравнений и систем уравнений в частных

производных, не разрешимых относительно производной дробного порядка

по времени.

3.3.1 Уравнения с многочленами

от самосопряженного оператора

Как и в первой главе, введем в рассмотрение многочлены P1(λ) =
ν∑
p=0

apλ
p,

P j
2 (λ) =

ν∑
p=0

bjpλ
p, P l

3(λ) =
ν∑
p=0

clpλ
p, P s

4 (λ) =
ν∑
p=0

dspλ
p, ap, bjp, clp, dsp ∈ C, p =
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0, 1, . . . , ν ∈ N, j = 1, 2, . . . ,m − 1, l = 1, 2, . . . , n, s = 1, 2, . . . , r, aν 6= 0,

Ω ⊂ Rd — ограниченная область с гладкой границей ∂Ω,

(Au)(ξ) =
∑
|q|62ρ

aq(ξ)
∂|q|u(ξ)

∂ξq11 ∂ξ
q2
2 . . . ∂ξqdd

, aq ∈ C∞(Ω),

(Bζu)(ξ) =
∑
|q|6ρζ

bζq(ξ)
∂|q|u(ξ)

∂ξq11 ∂ξ
q2
2 . . . ∂ξqdd

, blq ∈ C∞(∂Ω), l = 1, 2, . . . , ρ,

q = (q1, q2, . . . , qd) ∈ Nd
0, |q| = q1+· · ·+qd, операторный пучокA,B1,B2, . . . ,Bρ

регулярно эллиптичен [49]. Пусть оператор A1 ∈ Cl(L2(Ω)) имеет область

определения

DA1
= H2ρ

{Bl}(Ω) := {u ∈ H2ρ(Ω) : Blu(ξ) = 0, l = 1, 2, . . . , ρ, ξ ∈ ∂Ω},

A1u := Au. Предположим, чтоA1 — самосопряженный оператор, тогда спектр

σ(A1) оператора A1 действительный и дискретный [49]. Пусть, кроме то-

го, спектр σ(A1) ограничен справа и не содержит нуля, {ϕk : k ∈ N} —

ортонормированная в L2(Ω) система собственных функций оператора A1,

занумерованных по невозрастанию соответствующих собственных значений

{λk : k ∈ N} с учетом их кратности.

Возьмем m − 1 < α 6 m ∈ N, 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α, ml − 1 <

αl 6 ml ∈ N, αl − ml 6= α − m, l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 > · · · > βr > 0,

h : Ω × [0, T ] → R. Построим по набору чисел α, α1, α2, . . . , αn параметр m∗

и рассмотрим уравнение

Dα
t P1(A)v(ξ, t) =

m−1∑
j=1

P j
2 (A)Dα−m+j

t v(ξ, t) +
n∑
l=1

P l
3(A)Dαl

t v(ξ, t)+

+
r∑
s=1

P s
4 (A)Jβst v(ξ, t) + h(ξ, t), (ξ, t) ∈ Ω× (0, T ),

(3.3.1)

снабженное краевыми условиями

BlAkv(ξ, t) = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1, l = 1, 2, . . . , ρ, (ξ, t) ∈ ∂Ω× (0, T ).

(3.3.2)

Предположим, что P1(λk) = 0 при некотором k ∈ N, при некотором

j0 ∈ {0, 1, . . . ,m − 1}, P j0
2 6≡ 0, P j

2 ≡ 0, j = j0 + 1, j0 + 2, . . . ,m − 1, αn >
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α − m + j0, тогда при условии, что многочлены P1 и P n
3 не имеют общих

корней на множестве {λk}, оператор Nn (L, 0)-ограничен (см. [56]), при этом

проекторы имеют вид

P =
∑

P1(λk)6=0

〈·, ϕk〉ϕk, Q =
∑

P1(λk)6=0

〈·, ϕk〉ϕk,

где 〈·, ·〉 — скалярное произведение в L2(Ω). Начальные условия с учетом

замечания 3.1.1 зададим в виде

Dα−m+k
t P1(A)v(ξ, 0) = yk(ξ), k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1, ξ ∈ Ω, (3.3.3)

при всех i ∈ N, для которых P1(λi) = 0,

〈Dαn−mn+k
t v(·, 0), ϕi〉 = cki, k = m∗0,m

∗
0 + 1, . . . ,mn − 1, (3.3.4)

Таких i ∈ N конечное число, так как P1 — многочлен. Конечный набор чисел

cki определяет проекцию Dαn−mn+k
t u(·, 0) на подпространство X 0 := kerP ,

k = m∗0,m
∗
0 + 1, . . . ,mn − 1. Параметры m∗, m∗0 определяются как в разделе

3.1.2.

Теперь задача (3.3.1)–(3.3.4) представима в виде (3.1.1), (3.1.10), (3.1.11)

с выбранными пространствами X = {w ∈ H2ρν1(Ω) : BζAkw(ξ) = 0, k =

0, 1, . . . , ν1−1, ζ = 1, 2, . . . , ρ, ξ ∈ ∂Ω}, Y = L2(Ω) и операторами L = P1(A1),

Mj = P j
2 (A1), DMj

= {w ∈ H2ρνj2(Ω) : BζAkw(ξ) = 0, k = 0, 1, . . . , νj2 − 1, ζ =

1, 2, . . . , ρ, ξ ∈ ∂Ω}, j = 1, 2, . . . , j0, Nl = P l
3(A1), DNl = {w ∈ H2ρνl3(Ω) :

BζAkw(ξ) = 0, k = 0, 1, . . . , ν l3 − 1, ζ = 1, 2, . . . , ρ, ξ ∈ ∂Ω}, l = 1, 2, . . . , n,

Ss = P s
4 (A1), DSs = {w ∈ H2ρνs4(Ω) : BζAkw(ξ) = 0, k = 0, . . . , νs4 − 1, ζ =

1, 2, . . . , ρ, ξ ∈ ∂Ω}, s = 1, 2, . . . , r. Здесь ν1 = max{p ∈ {0, 1, . . . , ν − 1} :

ap 6= 0}, νj2 = max{p ∈ {0, 1, . . . , ν} : bjp 6= 0}, j ∈ J ⊂ {1, 2, . . . ,m − 1}, ν l3 =

max{p ∈ {0, 1, . . . , ν} : clp 6= 0}, l = 1, 2, . . . , n, νs4 = max{p ∈ {0, 1, . . . , ν} :

dsp 6= 0}, s = 1, 2, . . . , r.

Из вида операторов Mj, j = 1, 2, . . . , j0, Nl, l = 1, 2, . . . , n − 1, Ss,

s = 1, 2, . . . , r, и проекторов P , Q сразу следует выполнение условий (3.1.7).

Поэтому из теоремы 3.1.2 следует однозначная разрешимость задачи (3.3.2)–

(3.3.4) при любых начальных данных yk ∈ Y1 = span{ϕk : P1(λk) 6= 0},
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где верхняя черта означает замыкание в пространстве L2(Ω), k = m∗,m∗ +

1, . . . ,m − 1, cki ∈ C, k = m∗0,m
∗
0 + 1, . . . ,mn − 1, при таких i ∈ N, что

P1(λi) = 0, и при h ∈ C((0, T );L2(Ω)) ∩ L1(0, T ;L2(Ω)).

Пример. Возьмем α = 5/2, m = 3, n = 1, r = 1, α1 = 2/3, β1 = 1/2,

P1(λ) = λ(λ+ 9), P 1
2 (λ) = b0 + b1λ+ b2λ

2, P 2
2 (λ) ≡ 0, P 1

3 (λ) = 1 + λ, P 1
4 (λ) =

d0 + d1λ + d2λ
2, d = 1, Ω = (0, π), ρ = 1, Au = ∂2u

∂ξ2 , B1 = I. Тогда m = 0,

m = 1, m∗ = 1, Λ = {−2/3}, j0 = 1, α1 > α−m+ j0, m1 = 1, m0 = 1, m0 = 0,

m∗0 = 0, Λ0 = {−1/2}, и задача (3.3.1)–(3.3.4) имеет вид

D
5/2
t

(
∂4

∂ξ4
+ 9

∂2

∂ξ2

)
(ξ, t) =

(
b0 + b1

∂2

∂ξ2
+ b2

∂4

∂ξ4

)
D

1/2
t u(ξ, t)+

+

(
1 +

∂2

∂ξ2

)
D

2/3
t u(ξ, t) +

(
d0 + d1

∂2

∂ξ2
+ d2

∂4

∂ξ4

)
J

1/2
t u(ξ, t),

(ξ, t) ∈ (0, π)× R+,

u(0, t) = u(π, t) =
∂2u

∂ξ2
(0, t) =

∂2u

∂ξ2
(π, t) = 0, t ∈ R+, ξ ∈ (0, π),

J1/3

(
∂4

∂ξ4
+ 9

∂2

∂ξ2

)
u(ξ, 0) = 0, J1/2

(
∂4

∂ξ4
+ 9

∂2

∂ξ2

)
u(ξ, 0) = 0, ξ ∈ (0, π),

D1/2

(
∂4

∂ξ4
+ 9

∂2

∂ξ2

)
u(ξ, 0) = y1(ξ), ξ ∈ (0, π),

D3/2

(
∂4

∂ξ4
+ 9

∂2

∂ξ2

)
u(ξ, 0) = y2(ξ), ξ ∈ (0, π),

〈J1/3
t u(·, 0), sin 3ξ〉 = c, 〈J1/2

t u(·, 0), sin 3ξ〉 = 0, ξ ∈ (0, π).

Здесь c ∈ C, 〈yk(·), sin 3ξ〉 = 0, k = 1, 2. Мы учитываем тот факт, что λk =

−k2, k ∈ N, P1(λ3) = 0.

3.3.2 Линейные обратные задачи

для уравнений с многочленами

Пусть 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α,m−1 < α 6 m ∈ N,ml−1 < αl 6 ml ∈ N,

αl−ml 6= α−m, l = 1, 2, . . . , n, β1 > β2 > · · · > βr > 0. Рассмотрим уравнение
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в Ω× (0, T ]

Dα
t P1(A)v(ξ, t) =

m−1∑
j=1

P j
2 (A)Dα−m+j

t v(ξ, t)+

+
n∑
l=1

P l
3(A)Dαl

t v(ξ, t) +
r∑
s=1

P s
4 (A)Jβst v(ξ, t) + ϕ(t)w(ξ),

(3.3.5)

с краевыми условиями

BlAkv(ξ, t) = 0, k = 0, 1, . . . , ν − 1, l = 1, 2, . . . , ρ, (ξ, t) ∈ ∂Ω× (0, T ],

(3.3.6)

и условием переопределения
T∫

0

v(ξ, t)dµ(t) = vT (ξ), ξ ∈ Ω. (3.3.7)

Вид начальных условий будет зависеть от ситуации. Положим Y = L2(Ω),

X = {u ∈ H2ρν1(Ω) : BlAku(ξ) = 0, k = 0, 1, . . . , ν − 1, l = 1, 2, . . . , ρ, ξ ∈ ∂Ω},

L = P1(A) ∈ L(X ;Y), Mj = P j
2 (A) ∈ L(X ;Y), j = 1, 2, . . . ,m − 1, Nl =

P l
3(A) ∈ L(X ;Y), l = 1, 2, . . . , n, Ss = P s

4 (A) ∈ L(X ;Y), s = 1, 2, . . . , r.

Пусть P1(λk) = 0 при некотором k ∈ N, для j0 ∈ {0, 1, . . . ,m − 1}
P j0

2 6≡ 0, P j
2 ≡ 0, j = j0 + 1, j0 + 2, . . . ,m − 1, αn > α − m + j0. Тогда при

условии, что многочлены P1 и P n
3 не имеют общих корней на множестве {λk},

оператор Nn (L, 0)-ограничен (см. [135]), при этом проекторы имеют вид

P =
∑

P1(λk) 6=0

〈·, ϕk〉ϕk, Q =
∑

P1(λk)6=0

〈·, ϕk〉ϕk.

Начальные условия с учетом замечания 3.1.1 зададим в виде

Dα−m+k
t P1(A)v(ξ, 0) = yk(ξ), k = m∗,m∗ + 1, . . . ,m− 1, ξ ∈ Ω, (3.3.8)

при таких i ∈ N, что P1(λi) = 0,

〈Dαn−mn+k
t v(·, 0), ϕi〉 = cki, k = m∗0,m

∗
0 + 1, . . . ,mn − 1. (3.3.9)

Дефекты m∗, m∗0 определяются описанным выше образом. Теперь задача

(3.3.5)–(3.3.9) представима в виде (3.1.1), (3.2.18)–(3.2.20) с выбранными вы-

ше пространствами X ,Y и операторами L,Mj, Nl, Ss, j = 1, 2, . . . ,m − 1,

l = 1, 2, . . . , n, s = 1, 2, . . . , r.
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Из теоремы 3.2.2 следует, что задача (3.3.5)–(3.3.9) корректна тогда

только тогда, когда при всех k ∈ N, таких, что P1(λk) 6= 0,∣∣∣∣∣∣
T∫

0

t∫
0

∫
Γ1

Rλ,ke
λ(t−s)dλϕ(s)dsdµ(t)

∣∣∣∣∣∣ > c, (3.3.10)

и при всех k ∈ N, для которых P1(λk) = 0,

T∫
0

t∫
0

∫
Γ0

R0
λ,ke

λ(t−s)dλϕ(s)dsdµ(t) 6= 0, (3.3.11)

R0
λ,k :=

(
m−1∑
j=1

λα+j−mP j
2 (λk) +

n∑
l=1

λαlP l
3(λk) +

r∑
s=1

λ−βsP s
4 (λk)

)−1

.

Пример. Возьмем α = 5/2, m = 3, n = 1, r = 1, α1 = 2/3, β1 = 1/2, P1(λ) =

λ(λ+9), P 1
2 (λ) = b1λ+b2λ

2, P 2
2 (λ) ≡ 0, P 1

3 (λ) = c0+c2λ
2, P 1

4 (λ) = d0+d1λ, d =

1, Ω = (0, π), ρ = 1,Au = ∂2u
∂ξ2 , B1 = I, µ—функция единичного скачка в точке

t0 ∈ (0, T ], удовлетворяющая условию непрерывной дифференцируемости в

правой окрестности нуля. Тогдаm = 0,m = 1,m∗ = 1, j0 = 1, α1 > α−m+j0,

m1 = 1, m0 = 1, m0 = 0, m∗0 = 0, и задача (3.3.5)–(3.3.9) имеет вид

D
5/2
t

(
∂4

∂ξ4 + 9 ∂2

∂ξ2

)
v(ξ, t) =

(
b1

∂2

∂ξ2 + b2
∂4

∂ξ4

)
D

1/2
t v(ξ, t)+

+
(
c0 + c2

∂2

∂ξ2

)
D

2/3
t v(ξ, t) +

(
d0 + d1

∂2

∂ξ2

)
J

1/2
t v(ξ, t) + u(ξ),

(ξ, t) ∈ (0, π)× (0, T ],

v(0, t) = v(π, t) = ∂2v
∂ξ2 (0, t) = ∂2v

∂ξ2 (π, t) = 0, t ∈ (0, T ], ξ ∈ (0, π),

D1/2
(
∂4

∂ξ4 + 9 ∂2

∂ξ2

)
v(ξ, 0) = y1(ξ), ξ ∈ (0, π),

D3/2
(
∂4

∂ξ4 + 9 ∂2

∂ξ2

)
v(ξ, 0) = y2(ξ), ξ ∈ (0, π),

〈J1/3
t v(·, 0), sin 3ξ〉 = c,

v(ξ, t0) = vT (ξ), ξ ∈ (0, π).

Здесь c ∈ C, 〈yk(·), sin 3ξ〉 = 0, k = 1, 2, так как λk = −k2, k ∈ N, P1(λ3) = 0.
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Условия (3.3.10), (3.3.11) имеют вид∣∣∣∣∣∣
∫
Γ1

(
k4λ3/2 + (b1k

2 − b2k
4)λ−1/2 − (c0 + c2k

4)λ−1/3−

−(d0 − d1k
2)λ−3/2

)−1
(eλT − 1)dλ

∣∣∣ > c, k ∈ N \ {3},∫
Γ0

(eλT − 1)dλ

(−9b1 + 81b2)λ−1/2 + (c0 + 81c2)λ−1/3 + (d0 − 9d1)λ−3/2
6= 0.
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Заключение

Таким образом, в диссертационной работе найдены условия существования

аналитических (в разрезанной комплексной плоскости для первой и третьей

главы и в содержащем положительную действительную полуось для вто-

рой главы) разрешающих семейств операторов линейных дифференциаль-

ных уравнений в банаховых пространствах с несколькими дробными про-

изводными Римана — Лиувилля. Это позволило исследовать однозначную

разрешимость задачи типа Коши для линейных однородных, неоднородных

и квазилинейных дифференциальных уравнений, разрешенных относительно

дробной производной, а также некоторых начальных задач для уравнений,

имеющих при старшей производной Римана — Лиувилля вырожденный ли-

нейный оператор. Рассмотрены некоторые линейные обратные задачи для

таких уравнений. Абстрактные результаты использованы при исследовании

начально-краевых задач для уравнений и систем уравнений в частных произ-

водных, в частности, для систем, описывающих динамику и термоконвекцию

в вязкоупругих средах.

Проведенные в диссертации исследования могут быть распространены

на близкие задачи: поиск условий существования сильно непрерывных разре-

шающих семейств линейных уравнений с несколькими производными Рима-

на — Лиувилля, использование этих условий при исследовании линейных и

квазилинейных уравнений, исследование вопросов существования нелокаль-

ных решений квазилинейных уравнений, исследование различных обратных

задач, изучение вырожденных эволюционных уравнений с несколькими про-

изводными Римана — Лиувилля в линейной части при условии существова-

ния аналитического в секторе или сильно непрерывного разрешающего се-

мейства операторов, в том числе квазилинейных.
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Обозначения и соглашения

1. Множества, как правило, обозначаются заглавными буквами латин-

ского алфавита, при этом

N — множество натуральных чисел, N0 = {0} ∪ N;

R — множество действительных чисел;

R+ = {a ∈ R : a > 0}; R+ = {0} ∪ R+;

C — множество комплексных чисел.

2. Элементы множеств обозначаются строчными буквами латинского и

греческого алфавитов, операторы обозначаются заглавными буквами латин-

ского алфавита.

3. L(X ;Y) — банахово пространство линейных непрерывных операто-

ров, действующих из банахова пространства X в банахово пространство Y ;
Cl(X ;Y) — множество линейных замкнутых плотно определенных в

пространстве X операторов, действующих в пространство Y ;
L(X ;X ) := L(X ), Cl(X ;X ) := Cl(X ).

4. Область определения оператора A обозначается черезDA, его ядро —

через kerA, образ — через imA. Символом spanB обозначается линейная

оболочка множества B.
5. Через Lq(Ω;X ) и W l

q(Ω;X ) обозначаются пространства Лебега и Со-

болева соответственно функций u : Ω → X , где область Ω ⊂ Rn, X — бана-

хово пространство, q > 1, l ∈ N, H l(Ω;X ) := W l
2(Ω;X ).

6. Символами I и O обозначаются соответственно тождественный и

нулевой операторы, области определения которых ясны из контекста.

7. Символ � лежит в конце доказательства.
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