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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ.Äðîáíîå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëü-
íîå èñ÷èñëåíèå ïðåäîñòàâëÿåò ýôôåêòèâíûå èíñòðóìåíòû äëÿ èññëåäîâàíèÿ
ïðèêëàäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè, òàêèõ êàê
ôèçèêà, ìàòåìàòè÷åñêàÿ áèîëîãèÿ, òåîðèÿ ôèíàíñîâûõ ðûíêîâ è ìíîãèõ äðó-
ãèõ. Â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ïîÿâèëîñü áîëüøîå êîëè-
÷åñòâî ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàçëè÷íûõ ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ, îïèñûâàåìûõ
óðàâíåíèÿìè ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè è äðîáíûìè èíòåãðàëàìè (ñì. ðàáî-
òû R.Hilfer, À.Ì.Íàõóøåâà, Â.Â.Ó÷àéêèíà, K.Nishimoto, Â. Å.Òàðàñîâà). Â
òî æå âðåìÿ òàêèå óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ òåîðèè äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé è ïîýòîìó ÿâëÿþòñÿ îáúåêòàìè òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäî-
âàíèé ìíîãèõ àâòîðîâ (ñì. ìîíîãðàôèè K.B.Oldham, J. Spanier, C. Ã.Ñàìêî,
À.À.Êèëáàñà, Î.È.Ìàðè÷åâà, K. S.Miller, B.Ross, À.Â.Ïñõó, K.Diethelm è
áèáëèîãðàôèè ê íèì).

Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû èññëåäîâàíèÿ. Â XVII âåêå Ä. Âàë-
ëèñ, Ã. Â. Ëåéáíèö, Ã. Ô. Ëîïèòàëü, ß. Áåðíóëëè, â XVIII âåêå Æ. Ë. Ëàãðàíæ
è Ë. Ýéëåð, â XIX è íà÷àëå XX âåêà Ï.-Ñ. Ëàïëàñ,Æ.-Á.Æ. Ôóðüå, Í. Õ. Àáåëü,
Æ. Ëèóâèëëü, Ã. Ô. Á. Ðèìàí, Â. Ãðþíâàëüä, À. Â. Ëåòíèêîâ, Î. Õýâèñàéä,
À. Çèãìóíä, Ð. Êóðàíò è äð. â ñâîèõ ðàáîòàõ çàëîæèëè ôóíäàìåíò òåîðèè
äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Âî âòîðîé ïîëîâèíå XX
âåêà èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ âåëèñü âî âñåõ íàïðàâëåíè-
ÿõ, îò ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, äî ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Íàïðèìåð, â ñåðåäèíå
è âî âòîðîé ïîëîâèíå XX âåêà òåîðèÿ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ ñòàëà àêòèâíî
èñïîëüçîâàòüñÿ â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ À. Í. Ãå-
ðàñèìîâà, Ì. Êàïóòî. Â XXI âåêå ëèøü âîçðîñ èíòåðåñ ê òàêîé òåìàòèêå,
ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå âèäû äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ è èíòåãðàëîâ.

Ñðåäè ñîâðåìåííûõ ðàáîò îòìåòèì ðàáîòû ñëåäóþùèõ àâòîðîâ, ïîñâÿ-
ùåííûå ýòîé òåìàòèêå: Ñ. Ã. Ñàìêî, À. À. Êèëáàñ, Î. È. Ìàðè÷åâ,
H. M. Srivastava, J. J. Trujillo, À. Ì. Íàõóøåâ, À. Â. Ïñõó, K. Diethelm,
Ì. Î. Ìàì÷óåâ, Ñ. Ì. Ñèòíèê, Ý. Ë. Øèøêèíà. Ð. Ê. Ãàçèçîâûì, À. À. Êà-
ñàòêèíûì, Ñ. Þ. Ëóêàùóêîì ðàçâèâàþòñÿ ìåòîäû ãðóïïîâîãî àíàëèçà äëÿ
óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Çàäà÷è äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ óðàâíåíèé ñ íåñêîëüêèìè äðîáíûìè ïðî-
èçâîäíûìè (multi-term fractional equations) èññëåäîâàëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè,
â ÷àñòíîñòè èçó÷àëèñü íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ òåëåãðàôíûõ (H. Jiang),
äèôôóçèîííûõ óðàâíåíèé òàêîãî âèäà (F. Liu, E.Alvarez-Pardo), èìïóëüñíûõ
óðàâíåíèé (V. Singh, D.N.Pandey). Ðàçëè÷íûå óðàâíåíèÿ â ëîêàëüíî âûïóê-
ëûõ (â ÷àñòíîñòè, â áàíàõîâûõ) ïðîñòðàíñòâàõ ñ ïðèëîæåíèÿìè ê óðàâíåíèÿì
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ E.G.Bazhlekova, M. Kosti�c,
A.Karczewska, C. Lizama, H. Prado. Óðàâíåíèÿ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ
íåñêîëüêèìè äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ èññëåäîâàëèñü â
ðàáîòàõ Â.Å.Ôåäîðîâà è Ì.Ì.Òóðîâà.

Â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòäåëüíûé êëàññ ñîñòàâëÿþò
óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà, îñîáûå ñâîéñòâà êîòîðûõ
îáóñëîâëåíû íåðàçðåøåííîñòüþ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé. Ïðè íà-
ëè÷èè âûðîæäåííîãî îïåðàòîðà ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé â òàêîì óðàâíåíèè
áóäåì íàçûâàòü åãî òàêæå âûðîæäåííûì ýâîëþöèîííûì óðàâíåíèåì. Ðàçëè÷-
íûå êëàññû óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ À. Ïóàíêàðå,
C. W. Oseen, J. Leray, E. Hopf, Ñ. Ë. Ñîáîëåâà è åãî ó÷åíèêîâ è ïîñëåäîâà-
òåëåé. Ïåðåõîäÿ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè, îòìåòèì â ýòîì íàïðàâëåíèè ðàáîòû
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R. E. Showalter, Í. À. Ñèäîðîâà, Á. Â. Ëîãèíîâà, Ì. Â. Ôàëàëååâà, Ã. Â. Äå-
ìèäåíêî, Ñ. Â. Óñïåíñêîãî, È. È. Ìàòâååâîé, Þ. Å. Áîÿðèíöåâà, Â. Ô. ×è-
ñòÿêîâà, Ì. Â. Áóëàòîâà, À. À. Ùåãëîâîé, À. È. Êîæàíîâà, Ñ. Ã. Ïÿòêîâà,
È. Å. Åãîðîâà, Ñ. Â. Ïîïîâà, À. Ã. Ñâåøíèêîâà, Ì. Î. Êîðïóñîâà, À. Á. Àëü-
øèíà, Þ. Ä. Ïëåòíåðà, È. À. Øèøìàðåâà, Å. È. Êàéêèíîé, Ï. È. Íàóìêèíà.

Îòìåòèì, ÷òî îäèí èç ïîäõîäîâ ê èññëåäîâàíèþ âûðîæäåííûõ ýâîëþ-
öèîííûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ îñíîâàí íà
ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ òåîðèè ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ. Îí èñïîëüçóåòñÿ â ðàáî-
òàõ A. Favini, A. Yagi, Ã. À. Ñâèðèäþêà, È. Â. Ìåëüíèêîâîé è À. Ôèëèíêîâà,
Â. Å. Ôåäîðîâà.

Ìåòîäû òåîðèè ðàçðåøàþùèõ ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ðàñïðîñòðàíåíû â ìîíîãðàôèè J. Pr�uss íà ýâîëþöèîííûå èíòå-
ãðàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷àåìûå ïðè ýòîì ðàçðåøàþùèå ñåìåéñòâà îïåðà-
òîðîâ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ óæå íå îáëàäàþò ïîëóãðóïïîâûì ñâîéñòâîì,
íî ïî-ïðåæíåìó ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü ìíîãèå êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ. Â ðàáîòàõ Ý. Ã.Áàæëåêîâîé àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èññëåäîâà-
íû óðàâíåíèÿ, ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Ãåðàñèìîâà �
Êàïóòî, è èõ ðàçðåøàþùèå ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ. Îòìåòèì òàêæå áëèçêèå ê
ýòîìó íàïðàâëåíèþ ðàáîòû À. Â. Ãëóøàêà è åãî ñîàâòîðîâ î äðîáíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ðàáîòû Ì. Êîñòè÷à ñ
ñîàâòîðàìè, â êîòîðûõ èññëåäóþòñÿ ðàçëè÷íûå îáùèå êëàññû ðàçðåøàþùèõ
ñåìåéñòâ îïåðàòîðîâ äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíå-
íèé â ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâàõ, âêëþ÷àÿ ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ ñ
íåñêîëüêèìè äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî, â òîì ÷èñëå âû-
ðîæäåííûå, è ðàáîòû íåêîòîðûõ äðóãèõ àâòîðîâ (ñì. H. Jiang, W.Ma, L. Sun,
B.Ahmad, N.Alghamdi, A.Alsaedi, S.K.Ntouyas è äð.).

Â ðàáîòàõ Â.Å.Ôåäîðîâà, Ì.Â.Ïëåõàíîâîé è èõ ó÷åíèêîâ ìåòîäû òåîðèè
ðàçðåøàþùèõ ñåìåéñòâ îïåðàòîðîâ áûëè ðàñïðîñòðàíåíû íà ðàçëè÷íûå óðàâ-
íåíèÿ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè Ãåðàñèìîâà �
Êàïóòî, Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ, Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà, ñ ðàñïðåäåëåííûìè
äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ïðè ýòîì èññëåäîâàíû ðàçëè÷íûå êëàññû óðàâíå-
íèé, êàê ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé, òàê è âû-
ðîæäåííûõ. Àáñòðàêòíûå ðåçóëüòàòû èñïîëüçóþòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè íà÷àëü-
íî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
Äàííàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ëåæèò â ðóñëå ýòîãî íàïðàâëåíèÿ.

Îáðàòíûå êîýôôèöèåíòíûå çàäà÷è äëÿ ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè
ïðîèçâîäíûìè ñòàëè ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ â ïîñëåäíèå ïîëòîðà äåñÿòèëå-
òèÿ � ñì. ðàáîòû À.Â. Ãëóøàêà, Â. Å.Ôåäîðîâà ñ ñîàâòîðàìè, Ä. Ã.Îðëîâñêîãî,
À.Á.Êîñòèíà, Ñ.È.Ïèñêàðåâà, Ð. Ð.Àøóðîâà ñ ñîàâòîðàìè è äð.

Öåëè è çàäà÷è. Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå
âîïðîñîâ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íà÷àëüíûõ è íà÷àëüíî-
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íîâûõ êëàññîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåñêîëü-
êèìè äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî.

Çàäà÷àìè äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ åäèí-
ñòâåííîãî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ è êâàçèëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé, ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé Ãåðàñèìî-
âà � Êàïóòî, â ñëó÷àÿõ îãðàíè÷åííûõ è íåîãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðà-
òîðîâ â óðàâíåíèè, à òàêæå íåêîòîðûõ ìîäèôèêàöèé çàäà÷è Øîóîëòåðà �
Ñèäîðîâà äëÿ ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ âûðîæäåííûì îïåðàòî-
ðîì ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

4



ïàðà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â óðàâíåíèè ïðè ñòàðøèõ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ
ñïåêòðàëüíî îãðàíè÷åíà èëè ñåêòîðèàëüíà.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äîëæíû ñîäåðæàòü óñëîâèÿ, êîòîðûå îòíîñèòåëü-
íî ïðîñòî ïðîâåðÿþòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ âîïðîñîâ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè íîâûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷
äëÿ óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé ñ íåñêîëüêèìè ïðîèçâîäíûìè Ãåðàñèìî-
âà � Êàïóòî ïî âðåìåíè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ è íåîäíîðîäíûõ, à òàêæå äëÿ
êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ íåñêîëüêèìè ïðîèçâîäíûìè Ãåðàñèìîâà � Êàïó-
òî â ëèíåéíîé ÷àñòè, ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé èç íèõ. Â ñëó÷àå
íåîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â óðàâíåíèè ââåäåíî ïîíÿòèå ðàçðåøàþùåãî ñå-
ìåéñòâà îïåðàòîðîâ òàêîãî óðàâíåíèÿ è ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî â ñåêòîðå ðàçðåøàþùåãî ñåìåéñòâà â
òåðìèíàõ ðåçîëüâåíòû ïó÷êà îïåðàòîðîâ. Ñîîòâåòñòâóþùèå íàáîðû îïåðàòî-
ðîâ äëÿ óäîáñòâà íàçûâàþòñÿ ñåêòîðèàëüíûìè. Íàéäåíû ïðåäñòàâëåíèÿ ðàç-
ðåøàþùèõ ñåìåéñòâ îïåðàòîðîâ â âèäå èíòåãðàëîâ Äàíôîðäà � Òåéëîðà â
ñëó÷àå îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ â óðàâíåíèè èëè ïðè óñëîâèè ñåêòîðèàëüíî-
ãî íàáîðà îïåðàòîðîâ. Ïîëó÷åííûé àíàëîã ôîðìóëû Äþàìåëÿ äëÿ ëèíåéíîãî
íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçîâàí äëÿ èññëåäîâàíèÿ ëîêàëüíîé è íåëî-
êàëüíîé îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ êâàçèëèíåéíîãî óðàâ-
íåíèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé ÷àñòüþ.

Âûðîæäåííûå óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðè óñëîâèè ñïåêòðàëüíîé
îãðàíè÷åííîñòè èëè ñåêòîðèàëüíîñòè ïàðû îïåðàòîðîâ ïðè äâóõ ñòàðøèõ ïðî-
èçâîäíûõ â óðàâíåíèè. Èçâåñòíûå äëÿ òàêèõ ïàð îïåðàòîðîâ ðåçóëüòàòû î ñó-
ùåñòâîâàíèè ïàð èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåäóêöèè
èñõîäíîãî âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ ê ïàðå óðàâíåíèé, ðàçðåøåííûõ îòíîñè-
òåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé è çàäàííûõ íà âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâàõ. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíû íîâûå, âåñüìà îáùèå óñëîâèÿ ñîãëà-
ñîâàíèÿ îñòàëüíûõ îïåðàòîðîâ â óðàâíåíèè ñ îïåðàòîðàìè ïðè ñòàðøèõ ïðî-
èçâîäíûõ, âûïîëíÿþùèåñÿ, êàê ïîêàçàíî, â çàäà÷àõ äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé
äèíàìèêè âÿçêîóïðóãèõ æèäêîñòåé.

Ïîëó÷åííûå äëÿ íà÷àëüíûõ çàäà÷ ðåçóëüòàòû ïîçâîëèëè èññëåäîâàòü íî-
âûå êëàññû ëèíåéíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ ñ íå çàâèñÿùèì îò âðåìåíè íåèçâåñòíûì
ïàðàìåòðîì êàê äëÿ ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé óðàâ-
íåíèé ñ íåñêîëüêèìè ïðîèçâîäíûìè Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî, òàê è äëÿ âûðîæ-
äåííûõ óðàâíåíèé àíàëîãè÷íîãî âèäà.

Àáñòðàêòíûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëèëè èññëåäîâàòü îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøè-
ìîñòü íîâûõ êëàññîâ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ ìíîãî÷ëåíàìè
îò ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì, âêëþ÷àþ-
ùåãî â ñåáÿ íåêîòîðûå óðàâíåíèÿ òåîðèè ôèëüòðàöèè, äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé
òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè ñ íåñêîëüêèìè ïðîèçâîäíûìè Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî
ïî âðåìåíè, íà÷àëüíûå çàäà÷è äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâóþùåãî âèäà.

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Äèññåðòàöè-

îííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ ìåòîäîâ êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, èñïîëüçóþùèõ êîíñòðóêöèè äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Òàêèå ìîäåëè øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ
ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé, õàðàêòåðèçóåìûõ ñòåïåííîé íåëîêàëüíîñòüþ, ñòåïåííîé
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ïàìÿòüþ, ôðàêòàëüíîñòüþ. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâ-
íåíèé ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî âðåìåíè, ìîäåëèðóþùèõ òàêèå ïðîöåññû.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîìèìî çíà÷èìîñòè äëÿ òåîðèè äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé âíîñÿò âêëàä â ðàçâèòèå òåîðèè îïåðàòîðîâ, ïîñêîëüêó îáîá-
ùàþò ðÿä ðåçóëüòàòîâ òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ íà ñëó÷àé
óðàâíåíèé ñ íåñêîëüêèìè ïðîèçâîäíûìè Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî.

Ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû òàêæå ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìû, ïîñêîëüêó ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Â ÷àñòíîñòè,
îíè ïîçâîëÿþò îñóùåñòâèòü êîððåêòíóþ ïîñòàíîâêó òàêèõ çàäà÷ äëÿ ïðîâå-
äåíèÿ èõ èññëåäîâàíèÿ.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ïðè ïðîâåäåíèè èññëåäîâàíèé
â äàííîé äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ðàññìîòðåíèè äðîáíûõ
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, ìåòîäû òåîðèè ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ, àäàïòèðîâàííûå ê
òåîðèè ðàçðåøàþùèõ ñåìåéñòâ îïåðàòîðîâ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà. Êâà-
çèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ èçó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Áàíàõà î íåïîäâèæíîé
òî÷êå ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè âûðîæäåííûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé èñïîëüçîâàíî ñóùåñòâî-
âàíèå ïàð èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ äëÿ ïàðû îïåðàòîðîâ ïðè ñòàðøèõ
ïðîèçâîäíûõ, ýòî ïîçâîëÿåò ðåäóöèðîâàòü èñõîäíóþ çàäà÷ó òèïà Øîóîëòå-
ðà � Ñèäîðîâà ê ïàðå çàäà÷ Êîøè íà âçàèìíî äîïîëíÿþùèõ äðóã äðóãà ïîä-
ïðîñòðàíñòâàõ äëÿ óðàâíåíèé, ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîä-
íîé. Íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è èññëåäóþòñÿ ïóòåì èõ ðåäóêöèè ê íà÷àëüíûì
çàäà÷àì äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.
1. Èññëåäîâàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ óðà-
âíåíèé, ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Ãåðà-
ñèìîâà � Êàïóòî, â ñëó÷àå ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ ïðè äðîá-
íûõ ïðîèçâîäíûõ è èíòåãðàëàõ â óðàâíåíèè. Ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå ðå-
øåíèÿ. Íàéäåíû óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî è ãëîáàëüíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ åäèí-
ñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êâàçèëèíåéíûõ
óðàâíåíèé.

2. Íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àíàëèòè-
÷åñêèõ â ñåêòîðå ðàçðåøàþùèõ ñåìåéñòâ îïåðàòîðîâ ëèíåéíûõ îäíîðîä-
íûõ óðàâíåíèé, ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé äðîáíîé ïðîèçâîä-
íîé Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî, â ñëó÷àå ëèíåéíûõ çàìêíóòûõ îïåðàòîðîâ
ïðè äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ è èíòåãðàëàõ â óðàâíåíèè. Ïîëó÷åíî ïðåä-
ñòàâëåíèå ðàçðåøàþùèõ ñåìåéñòâ îïåðàòîðîâ. Èññëåäîâàíà îäíîçíà÷íàÿ
ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñî-
îòâåòñòâóþùåãî êëàññà, ðåøåíèå ïðåäñòàâëåíî â òåðìèíàõ ðàçðåøàþùèõ
îïåðàòîðîâ. Íàéäåíû óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî è ãëîáàëüíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ
åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ñî-
îòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé ÷àñòüþ.

3. Èññëåäîâàíû âîïðîñû îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ
âûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ è êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñî ñïåêòðàëüíî îãðà-
íè÷åííîé ïàðîé îïåðàòîðîâ ïðè äâóõ ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ Ãåðàñèìîâà �
Êàïóòî.

4. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíûõ çà-
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äà÷ äëÿ âûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ñëó÷àå ñåêòîðèàëüíîñòè
ïàðû îïåðàòîðîâ ïðè äâóõ ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî.

5. Àáñòðàêòíûå ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíû ïðè èçó÷åíèè íà÷àëüíûõ çàäà÷
äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íà÷àëüíî-êðà-
åâûõ çàäà÷ äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ óðàâíåíèé ñ ìíîãî÷ëåíàìè îò ýëëèï-
òè÷åñêîãî îïåðàòîðà ïðè ïðîèçâîäíûõ Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî ïî âðåìåíè,
äëÿ íåêîòîðûõ äðîáíûõ ïî âðåìåíè ñèñòåì óðàâíåíèé äèíàìèêè è òåð-
ìîêîíâåêöèè âÿçêîóïðóãèõ ñðåä.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ñòðîãîñòü ïðè-
ìåíÿåìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ, êîððåêòíîñòü èñïîëüçîâà-
íèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà â äàííîé äèññåðòàöèè ñâèäåòåëüñòâóþò î äî-
ñòîâåðíîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà çàñåäàíèÿõ íà-
ó÷íîãî ñåìèíàðà êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ×åëÿáèíñêîãî ãîñóäàð-
ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (ðóêîâîäèòåëü ïðîô. Â. Å. Ôåäîðîâ), íà Ìåæãîðîä-
ñêîì íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå ¾Íåêëàññè÷åñêèå çàäà÷è ìàòåìàòè-
÷åñêîé ôèçèêè¿ (ðóêîâîäèòåëü ïðîô. À. È. Êîæàíîâ), íà êîíôåðåíöèÿõ: Ìåæ-
äóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Êîìïëåêñíûé àíàëèç, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôè-
çèêà è íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ¿, Óôà, 2021, 2022, 2023, 2024; 3-ÿ è 4-ÿ Ìåæäóíà-
ðîäíûå êîíôåðåíöèè ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è êîìïüþòåðíûå íàóêè: òåîðèÿ
è ïðèëîæåíèÿ¿, Èðêóòñê, 2021 è 2022; VI è VII Ìåæäóíàðîäíûå êîíôåðåí-
öèè ¾Íåëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è è ðîäñòâåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîé
áèîëîãèè, èíôîðìàòèêè è ôèçèêè¿, Íàëü÷èê, 2021 è 2023; Ìåæäóíàðîäíàÿ
êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì,
Ñóçäàëü, 2022; The 9th International Conference on Di�erential and Functional
Di�erential Equations, Ìîñêâà, 2022; Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ
¾Óôèìñêàÿ îñåííÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà¿, Óôà, 2022, 2023; Ìåæäóíàðîä-
íàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Âåùåñòâåííûé, êîìïëåêñíûé è ôóíêöèîíàëüíûé
àíàëèç è ñâÿçàííûå òåìû¿, Êóðñê, 2022; Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåí-
öèÿ ¾Íåêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è èõ ïðèëîæåíèÿ¿,
Òàøêåíò, 2022; International Online Conference �One-Parameter Semigroups of
Operators�, Íèæíèé Íîâãîðîä, 2023; X Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìàòå-
ìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ, ßêóòñê, 2023; Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôå-
ðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è èõ ïðèëî-
æåíèÿ¿, Òàøêåíò, 2023; Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Òåîðèÿ ôóíê-
öèé, òåîðèÿ îïåðàòîðîâ è êâàíòîâàÿ òåîðèÿ èíôîðìàöèè¿, Óôà, 2024; Ëåòíèå
÷òåíèÿ (âîðêøîï) ¾Íåêëàññè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ìàòåìà-
òè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿, Ñàìàðà, 2024.

Ïóáëèêàöèè. Ñïèñîê ïóáëèêàöèé àâòîðà âêëþ÷àåò 25 ïóáëèêàöèé [1�
25], èç êîòîðûõ 6 îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â Ïåðå÷åíü ðåöåíçè-
ðóåìûõ íàó÷íûõ èçäàíèé ñïèñêà ÂÀÊ èëè ïðèðàâíåííûõ ê íèì, ïîñêîëüêó
âõîäÿò â èçäàíèÿ, èíäåêñèðóåìûå ìåæäóíàðîäíûìè ðåôåðàòèâíûìè áàçàìè
äàííûõ è ñèñòåìàìè öèòèðîâàíèÿ Web of Science è/èëè Scopus [1�6].

Â ñòàòüå [1] Â. Å. Ôåäîðîâó ïðèíàäëåæèò èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1,
ïðèìåð 2 ïîëó÷åí Ò. Ä. Ôóîíãîì. Â ðàáîòå [2] íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Â. Å. Ôå-
äîðîâó ïðèíàäëåæèò èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû 1 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåì-
ìû 1 è ñàìà ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Â. Å. Ôåäîðîâ â ñòàòüå [3] ïðåäëîæèë ïî-
ñòàíîâêó íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé òåðìîêîíâåêöèè
â âÿçêîóïðóãîé ñðåäå, ñêîððåêòèðîâàë íåêîòîðûå ðàññóæäåíèÿ. Íàó÷íûé ðó-
êîâîäèòåëü Â. Å. Ôåäîðîâ ïðåäëîæèë ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû íîâîãî
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ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, èñïîëüçóåìîãî äëÿ èçó÷åíèÿ êâàçèëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ â ðàáîòå [4]. Ïðèìåðû èç [5] áûëè ðàññìîòðåíû Â. Å. Ôåäîðîâûì.
Â äèññåðòàöèþ âîøëè òîëüêî ðåçóëüòàòû, ïðèíàäëåæàùèå ëè÷íî åå àâòîðó.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà íà 133
ñòðàíèöàõ ñîäåðæèò ââåäåíèå, 3 ãëàâû, çàêëþ÷åíèå, ñïèñîê îáîçíà÷åíèé è ñî-
ãëàøåíèé è ñïèñîê ëèòåðàòóðû èç 147 íàèìåíîâàíèé.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû

Ââåäåíèå ñîäåðæèò îïèñàíèå àêòóàëüíîñòè òåìû èññëåäîâàíèÿ, ñòåïåíè åå
ðàçðàáîòàííîñòè, öåëåé è çàäà÷ ðàáîòû, íàó÷íîé íîâèçíû ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-
òàòîâ, òåîðåòè÷åñêîé è ïðàêòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè ðàáîòû, ìåòîäîëîãèè è ìå-
òîäîâ èññëåäîâàíèÿ, âûíîñèìûõ íà çàùèòó ïîëîæåíèé, ñòåïåíè äîñòîâåðíîñòè
è àïðîáàöèè ðåçóëüòàòîâ, ñòðóêòóðû äèññåðòàöèè è åå êðàòêîå ñîäåðæàíèå.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû ââåäåíû íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ

äðîáíîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ Jβt g(t) :=
∫ t
0

(t−s)β−1

Γ(β)
g(s)ds è äðîáíîé

ïðîèçâîäíîé Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî Dα
t g(t) := Dm

t J
m−α
t

(
g(t)−

m−1∑
k=0

g(k)(0)tk

Γ(k+1)

)
. Âî

âòîðîì ïàðàãðàôå èññëåäóþòñÿ âîïðîñû îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè â ñìûñëå
êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

z(l)(0) = zl, l = 0, 1, . . . ,m− 1, (1)

Dα
t z(t) =

n∑
k=1

AkD
αk
t z(t), t ∈ [0, T ], (2)

îïåðàòîðû Ak îãðàíè÷åíû â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå Z , ïðè k = 1, 2, . . . , n,
mk − 1 < αk ≤ mk ∈ Z, m− 1 < α ≤ m ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn < α (îòðèöà-
òåëüíûì αk ñîîòâåòñòâóþò äðîáíûå èíòåãðàëû Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà
−αk, åñëè αk = 0, òî, ïî îïðåäåëåíèþ, J0

t g(t) := g(t)). Çäåñü è äàëåå L(X ;Y) �
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç
áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Y , L(X ;X ) := L(X ).

Äëÿ l = 0, 1, . . . ,m−1 îáîçíà÷èì nl := min{k ∈ {1, 2, . . . , n} : l ≤ mk−1}.
Åñëè ìíîæåñòâî {k ∈ {1, 2, . . . , n} : l ≤ mk − 1} ïóñòî ïðè íåêîòîðûõ l ∈
{0, 1, . . . ,m− 1}, òî nl := n+ 1.

Ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ z ∈ ACm(R+;Z), äëÿ
êîòîðîé Dα

t z ∈ C(R+;Z), AkD
αk
t z ∈ C(R+;Z), k = 1, . . . , n, è âûïîëíÿþòñÿ

ðàâåíñòâà (2) ïðè âñåõ t ∈ R+ := {0} ∪ R+ è óñëîâèÿ (1).
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû ìåòîäàìè òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëà-

ïëàñà ïîëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Îáîçíà÷èì

A := max
{

1
2n
, ∥Ak∥L(Z) : k = 1, 2, . . . , n

}
, r0 := (2An)

1
α−αn , γ := {r0eiφ : φ ∈

(−π, π)} ∪ {reiπ, r ∈ [r0,∞)}∪{re−iπ, r ∈ [r0,∞)}, Rλ := (λαI −
∑n

k=1 λ
αkAk)

−1
,

Zl(t) := 1
2πi

∫
γ Rλ

(
λα−l−1I −

∑n
k=nl

λαk−l−1Ak

)
eλtdλ, t > 0, l = 0, 1, . . . ,m − 1,

Yβ(t) :=
1
2πi

∫
γ λ

βRλe
λtdλ, t > 0, β ∈ R.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Ak ∈ L(Z), k = 1, 2, . . . , n, zl ∈ Z, l = 0, 1, . . . ,m − 1.
Òîãäà ôóíêöèÿ z(t) =

∑m−1
l=0 Zl(t)zl ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è

(1) äëÿ óðàâíåíèÿ (2).
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Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè (1)
äëÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

Dα
t z(t) =

n∑
k=1

AkD
αk
t z(t) + f(t), t ∈ [0, T ]. (3)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Ak ∈ L(Z), k = 1, 2, . . . , n, f ∈ C([0, T ];Z), zl ∈ Z,
l = 0, 1, . . . ,m − 1. Òîãäà ôóíêöèÿ z(t) =

∑m−1
l=0 Zl(t)zl +

∫ t
0 Y0(t − s)f(s)ds

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (3).

Â êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ âî âñåõ ãëàâàõ áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ äðîá-

íûå èíòåãðàëû è ïðîèçâîäíûå â òî÷êå t0 ∈ R: Jβt f(t) :=
∫ t
t0

(t−s)β−1

Γ(β)
f(s)ds,

Dα
t f(t) := Dm

t J
m−α
t

(
f(t)−

∑m−1
k=0 f

(k)(t0)(t− t0)
k/Γ(k + 1)

)
ïðè t > t0, β > 0,

α ∈ (m−1,m],m ∈ N. Ïóñòü r ∈ N, γ1 < γ2 < · · · < γr < α, κi−1 < γi ≤ κi ∈ Z,
i = 1, 2, . . . , r; U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R × Zr, B : U → Z, zl ∈ Z,
l = 0, 1, . . . ,m − 1. Ôóíêöèþ z ∈ ACm([t0, t1];Z) íàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è
Êîøè äëÿ êâàçèëèíåéíîãî äðîáíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

z(l)(t0) = zl, l = 0, 1, . . . ,m− 1, (4)

Dα
t z(t) =

n∑
k=1

AkD
αk
t z(t) +B(t,Dγ1

t z(t), D
γ2
t z(t), . . . , D

γr
t z(t)) (5)

íà îòðåçêå [t0, t1], åñëè Dα
t z,D

αk
t z,D

γi
t z ∈ C([t0, t1];Z), k = 1, 2, . . . , n, i =

1, 2, . . . , r, âûïîëíåíû âêëþ÷åíèå (t,Dγ1
t z(t), D

γ2
t z(t), . . . , D

γr
t z(t)) ∈ U è ðà-

âåíñòâî (5) äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1], à òàêæå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (4).
Èñïîëüçóÿ íà÷àëüíûå äàííûå z0, z1, . . . , zm−1 çàäà÷è Êîøè, îïðåäåëèì ìíî-

ãî÷ëåí z̃(t) := z0 + (t − t0)z1 +
(t−t0)2

2!
z2 + · · · + (t−t0)m−1

(m−1)!
zm−1 è âåêòîðû z̃i :=

Dγi
t |t=t0 z̃(t), i = 1, 2, . . . , r. Çàìåòèì, ÷òî z̃i = 0, åñëè γi /∈ {0, 1, . . . ,m−1}. Ïðè

γi ∈ {0, 1, . . . ,m − 1} èìååì z̃i = zγi. Òàêèì îáðàçîì, àðãóìåíò íåëèíåéíîãî
îïåðàòîðà â óðàâíåíèè (5) â ìîìåíò âðåìåíè t = t0 èìååò âèä (t0, z̃1, z̃2, . . . , z̃r).

Îáîçíà÷èì i∗ := min{i ∈ {1, 2, . . . , r} : γi > m − 1}, åñëè ìíîæåñòâî {i ∈
{1, 2, . . . , r} : γi > m− 1} ïóñòî, òî i∗ := r + 1; x̄ := (x1, x2, . . . , xr) ∈ Zr. Äëÿ
t1 > t0 îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Cm−1,{γi}([t0, t1];Z) := {z ∈ Cm−1([t0, t1];Z) :
Dγi
t z ∈ C([t0, t1];Z), i = i∗, i∗ + 1, . . . , r} è ñíàáäèì ýòî ïðîñòðàíñòâî íîðìîé

∥z∥Cm−1,{γi}([t0,t1];Z) = ∥z∥Cm−1([t0,t1];Z) +
∑r

i=i∗ ∥D
γi
t z∥C([t0,t1];Z). Äîêàçàíî, ÷òî ýòî

ïðîñòðàíñòâî áàíàõîâî.
Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû äîêàçàíà ëîêàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü

çàäà÷è Êîøè äëÿ êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü m − 1 < α ≤ m ∈ N, n, r ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn < α,
γ1 < γ2 < · · · < γr < α, A1, A2, . . . , An ∈ L(Z), U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â
R×Zr, îïåðàòîð B ∈ C(U,Z) ëîêàëüíî ëèïøèöåâ ïî x̄, (t0, z̃1, z̃2, . . . , z̃r) ∈ U.
Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî t1 > t0 çàäà÷à (4), (5) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íà
îòðåçêå [t0, t1].

À â ïÿòîì ïàðàãðàôå äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ãëîáàëüíîãî
ðåøåíèÿ, ò. å. ðåøåíèÿ íà ïðîèçâîëüíîì çàäàííîì îòðåçêå [t0, T ].

Òåîðåìà 4. Ïóñòü n, r ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn < α, γ1 < · · · < γr < α,
m − 1 < α ≤ m ∈ N, A1, A2, . . . , An ∈ L(Z), zl ∈ Z, l = 0, 1, . . . ,m − 1,
îòîáðàæåíèå B ∈ C([t0, T ] × Zr;Z) ëèïøèöåâî ïî x̄. Òîãäà çàäà÷à (4), (5)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íà îòðåçêå [t0, T ].

9



Â øåñòîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû ïîëó÷åíû óñëîâèÿ êîððåêòíîñòè îá-
ðàòíîé çàäà÷è

Dα
t z(t) =

n∑
k=1

AkD
αk
t z(t) + φ(t)u, t ∈ [0, T ], (6)

ãäå n ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn < α, mk − 1 < αk ≤ mk ∈ N, k = 1, 2, . . . , n,
m − 1 < α ≤ m, Ak ∈ L(Z), k = 1, 2, . . . , n, φ ∈ C([0, T ];C), u ∈ Z , T > 0, ñ
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (1) è ñ óñëîâèåì ïåðåîïðåäåëåíèÿ∫ T

0

z(t)dµ(t) = zT ∈ Z, (7)

ãäå µ � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íà (0, T ].
Ðåøåíèåì îáðàòíîé çàäà÷è (1), (6), (7) íàçûâàåòñÿ ïàðà (z(t), u), ãäå u ∈

Z , à ôóíêöèÿ z ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1) äëÿ óðàâíåíèÿ (6) ñ ýòèì
u, è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïåðåîïðåäåëåíèÿ (7).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü Ak ∈ L(Z), k = 1, 2, . . . , n, φ ∈ C([0, T ];R), µ : (0, T ] →
R � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè. Òîãäà çàäà÷à (1), (6), (7) êîððåêòíà â
òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà χ−1 ∈ L(Z). Ïðè ýòîì ðåøåíèå èìååò âèä

u = χ−1ψ, ãäå χ :=
∫ T
0

∫ t
0 Z(t− s)φ(s)dsdµ(t), ψ := zT −

∫ T
0

∑m−1
l=0 Zl(t)zldµ(t).

Â ñåäüìîì ïàðàãðàôå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû î íà÷àëüíûõ çàäà÷àõ äëÿ
óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ áûëè èñïîëüçîâà-
íû äëÿ èçó÷åíèÿ âîïðîñîâ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ñèñòåì îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (â ðàçäåëå 1.7.1) è íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äðîáíîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè (â ðàçäåëàõ
1.7.2�1.7.4).

Ïóñòü çàäàíû ìíîãî÷ëåíû P1(λ) =
∑ν1

p=0 apλ
p, P k

2 (λ) =
∑νk2

p=0 b
k
pλ

p, ap, b
k
p ∈

C, aν1 ̸= 0, bk
νk2

̸= 0, k = 1, 2, . . . , n, ν0 := max{νk2 : k = 1, 2, . . . , n} ≤ ν1,

Ω ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω,
(Λu)(ξ) =

∑
|q|≤2ρ aq(ξ)

∂|q|u(ξ)

∂ξ
q1
1 ∂ξ

q2
2 ...∂ξ

qd
d

, (Bju)(ξ) =
∑

|q|≤rj bjq(ξ)
∂|q|u(ξ)

∂ξ
q1
1 ∂ξ

q2
2 ...∂ξ

qd
d

,

aq ∈ C∞(Ω), bjq ∈ C∞(∂Ω), j = 1, 2, . . . , ρ, q = (q1, q2, . . . , qd) ∈ Nd
0, |q| =

q1+ · · ·+qd, îïåðàòîðíûé ïó÷îê Λ, B1, B2, . . . , Bρ ðåãóëÿðíî ýëëèïòè÷åí. Ïóñòü
îïåðàòîð Λ1 ∈ Cl(L2(Ω)) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ DΛ1

= H2ρ
{Bj}(Ω) := {v ∈

H2ρ(Ω) : Bjv(ξ) = 0, j = 1, 2, . . . , ρ, ξ ∈ ∂Ω} äåéñòâóåò ñîãëàñíî ðàâåíñòâó
Λ1u = Λu. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λ1 � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, òîãäà ñïåêòð
σ(Λ1) îïåðàòîðà Λ1 äåéñòâèòåëüíûé è äèñêðåòíûé. Ïóñòü, êðîìå òîãî, ñïåêòð
σ(Λ1) îãðàíè÷åí ñïðàâà è íå ñîäåðæèò íóëÿ, {φs : s ∈ N} � îðòîíîðìèðîâàí-
íàÿ â L2(Ω) ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà Λ1, çàíóìåðîâàííûõ ïî
íåâîçðàñòàíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {λs : s ∈ N} ñ ó÷åòîì
èõ êðàòíîñòè.

Ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó
∂lu

∂tl
(ξ, 0) = ul(ξ), l = 0, 1, . . . ,m− 1, ξ ∈ Ω, (8)

BjΛ
pu(ξ, t) = 0, p = 0, 1, . . . , ν1 − 1, j = 1, 2, . . . , ρ, (ξ, t) ∈ ∂Ω× [0, T ], (9)

P1(Λ)D
α
t u(ξ, t) =

n∑
k=1

P k
2 (Λ)D

αk
t u(ξ, t) + h(ξ, t), (ξ, t) ∈ Ω× [0, T ], (10)
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ãäå α1 < α2 < · · · < αn < α, h : Ω × [0, T ] → R. Âîçüìåì Y = L2(Ω),
X = {v ∈ H2ρν1(Ω) : BjΛ

pv(ξ) = 0, p = 0, 1, . . . , ν1 − 1, j = 1, 2, . . . , ρ, ξ ∈ ∂Ω},
L = P1(Λ) ∈ L(X ;Y), Mk = P k

2 (Λ) ∈ L(X ;Y), k = 1, 2, . . . , n.
Ïóñòü P1(λs) ̸= 0 äëÿ âñåõ s ∈ N, òîãäà çàäà÷à (8)�(10) ïðåäñòàâèìà â âèäå

çàäà÷è (1), (3), ãäå Z = X , Ak = L−1Mk ∈ L(Z), k = 1, 2, . . . , n, zl = ul(·),
l = 0, 1, . . . ,m− 1, f(t) = L−1h(·, t). Ïî òåîðåìå 2 â ñëó÷àå ν0 ≤ ν1 ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (8)�(10) ïðè ëþáûõ ul ∈ X , l = 0, 1, . . . ,m − 1,
è h ∈ C([0, T ];L2(Ω)) (â òàêîì ñëó÷àå L−1h ∈ C([0, T ];X )).

Â ðàçäåëå 1.7.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à (8), (9) äëÿ êâà-
çèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

P1(Λ)D
α
t u(ξ, t) =

n∑
k=1

P k
2 (Λ)D

αk
t u(ξ, t)+

+H(ξ,Dγ1
t u(ξ, t), D

γ2
t u(ξ, t), . . . , D

γr
t u(ξ, t)), (ξ, t) ∈ Ω× [0, T ].

(11)

Ïîëîæèì H : Ω × Rr → R, ρ0 ∈ N, X := {v ∈ H2ρν1+ρ0(Ω) : BjΛ
pv(ξ) = 0, j =

1, 2, . . . , ρ, p = 0, 1, . . . , ν1 − 1, ξ ∈ ∂Ω}, Y := Hρ0(Ω).
Åñëè P1(λs) ̸= 0 äëÿ âñåõ s ∈ N, òî çàäà÷à (8), (9), (11) ïðåäñòàâèìà â

âèäå (4), (5), ãäå Z = X , Ak = L−1Mk ∈ L(Z), k = 1, 2, . . . , n, zl = ul(·),
l = 0, 1, . . . ,m− 1, B(y1, y2, . . . , yr) = L−1H(·, y1, y2, . . . , yr).
Òåîðåìà 6. Ïóñòü m − 1 < α ≤ m ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn < α,
γ1 < γ2 < · · · < γr < α, ν0 ≤ ν1, B1 = I, ñïåêòð σ(A1) íå ñîäåðæèò íà÷àëà
êîîðäèíàò è íóëåé ìíîãî÷ëåíà P1, 2ρν1+ρ0 > d/2, ul ∈ X , l = 0, 1, . . . ,m−1,
H ∈ C∞(Ω × Rr;R). Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî t1 > t0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå çàäà÷è (8), (9), (11). Åñëè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå H ïî xi,
i = 1, 2, . . . , r, îãðàíè÷åíû, òî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (8), (9), (11)
ñóùåñòâóåò íà âñåì îòðåçêå [t0, T ].

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ âîïðîñîâ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè
çàäà÷è Êîøè äëÿ ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé
ëèíåéíûõ è êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ íåñêîëüêèìè ïðîèçâîäíûìè Ãåðàñè-
ìîâà � Êàïóòî è íåîãðàíè÷åííûìè (çàìêíóòûìè) îïåðàòîðàìè ïðè íèõ â ëè-
íåéíîé ÷àñòè.

Ïóñòü α1 < α2 < · · · < αn < α, m − 1 < α ≤ m ∈ N. Â ïåðâîì ïà-
ðàãðàôå ðàññìîòðåíà çàäà÷à Êîøè (1), (2), ãäå Ak ∈ Cl(Z), k = 1, 2, . . . , n,
ò. å. ëèíåéíûå çàìêíóòûå îïåðàòîðû â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå Z ñ îáëàñòÿìè
îïðåäåëåíèÿ DAk

⊂ Z , k = 1, 2, . . . , n. Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2) ïîíèìà-
åòñÿ ôóíêöèÿ z ∈ ACm(R+;Z), äëÿ êîòîðîé Dα

t z ∈ C(R+;Z) ∩ L1,loc(R+;Z),∑n
k=1AkD

αk
t z ∈ C(R+;Z), âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1) è ðàâåíñòâî (2) äëÿ t ∈ R+.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ Σψ := {t ∈ C : | arg t| < ψ, t ̸= 0}, Sθ0,a0 := {µ ∈ C :

| arg(µ − a0)| < θ0, µ ̸= a0}, D :=
⋂n
k=1DAk

, Rλ := (λαI −
∑n

k=1 λ
αkAk)

−1
: Z →

D. Ñíàáäèì ìíîæåñòâî D íîðìîé ∥ · ∥D = ∥ · ∥Z +
∑n

k=1 ∥Ak · ∥Z , îòíîñèòåëüíî
êîòîðîé D ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì. ×åðåç An

α,G(θ0, a0) îáîçíà÷èì
êëàññ íàáîðîâ îïåðàòîðîâ (A1, A2, . . . , An) ïðè íåêîòîðûõ θ0 ∈ (π/2, π), a0 ≥ 0
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: (i) ïðè âñåõ λ ∈ Sθ0,a0, l =

0, 1, . . . ,m − 1 ñóùåñòâóþò Rλ ·
(
I −

∑n
k=nl

λαk−αAk

)
∈ L(Z); (ii) ïðè ëþáûõ

θ ∈ (π/2, θ0), a > a0 ñóùåñòâóåò òàêîå K(θ, a) > 0, ÷òî äëÿ âñåõ λ ∈ Sθ,a,

l = 0, 1, . . . ,m− 1 âûïîëíåíà îöåíêà
∥∥∥Rλ

(
I −

∑n
k=nl

λαk−αAk

)∥∥∥
L(Z)

≤ K(θ,a)

|λ−a||λ|α−1 .
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Èíîãäà äëÿ êðàòêîñòè íàáîðû îïåðàòîðîâ èç An
α,G :=

⋃
θ0∈(π/2,π)
a0≥0

An
α,G(θ0, a0) áóäåì

íàçûâàòü ñåêòîðèàëüíûìè.
Ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ {Sl(t) ∈ L(Z) : t > 0} íàçûâàåòñÿ l-ðàçðåøàþùèì,

l ∈ {0, 1, . . . ,m − 1}, äëÿ óðàâíåíèÿ (2), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëî-
âèÿ: (i) Sl(t) ñèëüíî íåïðåðûâíà ïðè t > 0; (ii) äëÿ êàæäîãî zl ∈ D Sl(t)zl �
ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) ïðè zk = 0, k ∈ {0, 1, . . . ,m− 1} \ {l}. l-Ðàçðåøàþùåå
ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì, åñëè îíî èìååò àíàëèòè÷å-
ñêîå ïðîäîëæåíèå â ñåêòîð Σψ0

ïðè íåêîòîðîì ψ0 ∈ (0, π/2]. Àíàëèòè÷åñêîå
l-ðàçðåøàþùåå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ {Sl(t) ∈ L(Z) : t > 0} èìååò òèï (ψ0, a0)
ïðè íåêîòîðûõ ψ0 ∈ (0, π/2], a0 ≥ 0, åñëè äëÿ âñåõ ψ ∈ (0, ψ0), a > a0 ñó-
ùåñòâóåò òàêîå C(ψ, a) > 0, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ Σψ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
∥Sl(t)∥L(Z) ≤ C(ψ, a)eaRe t.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü m − 1 < α ≤ m ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn ≤ m − 1,
θ0 ∈ (π/2, π), a0 ≥ 0. Òîãäà ñóùåñòâóþò àíàëèòè÷åñêèå l-ðàçðåøàþùèå ñå-
ìåéñòâà îïåðàòîðîâ óðàâíåíèÿ (2) òèïà (θ0, a0) ïðè l = 0, 1, . . . ,m−1 â òîì
è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà (A1, A2, . . . , An) ∈ An

α,G(θ0, a0). Ïðè ýòîì åñëè

zl ∈ D, l = 0, 1, . . . ,m − 1, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

(1), (2) è îíî èìååò âèä z(t) =
∑m−1

l=0 Zl(t)zl, ãäå Zl(t) =
1
2πi

∫
∂Sθ,a

Rλ(λ
α−l−1I−∑n

k=nl
λαk−l−1Ak)e

λtdλ, θ ∈ (π/2, θ0), a > a0. Ðåøåíèå àíàëèòè÷åñêè ïðîäîë-
æèìî â ñåêòîð Σθ0−π/2.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü m − 1 < α ≤ m ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn < α,
(A1, A2, . . . , An) ∈ An

α,G, {k ∈ {1, 2, . . . , n} : l ≤ mk − 1} = ∅ ïðè íåêîòî-

ðîì l ∈ {0, 1, . . . ,m − 1}. Òîãäà äëÿ l-ðàçðåøàþùåãî ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ
óðàâíåíèÿ (2) ôóíêöèÿ Dl

tSl(t) íåïðåðûâíà â òî÷êå t = 0 â îïåðàòîðíîé íîð-
ìå L(Z) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà A1, A2, . . . , An ∈ L(Z).

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïðè f ∈ C([0, T ];Z) ðàññìîòðåíî ëèíåéíîå íåîäíî-
ðîäíîå óðàâíåíèå äðîáíîãî ïîðÿäêà (3). Ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1) äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (3) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ z ∈ ACm([0, T ];Z), äëÿ êîòîðîé Dα

t z ∈
C((0, T ];Z) ∩ L1(0, T ;Z),

∑n
k=1AkD

αk
t z ∈ C((0, T ];Z), âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

(1) è ðàâåíñòâî (3) äëÿ âñåõ t ∈ (0, T ].
Ïðè γ ∈ (0, 1] ÷åðåç Cγ([0, T ];Z) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî Ãåëüäåðà.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü α1 < α2 < · · · < αn ≤ m−1 < α ≤ m ∈ N, (A1, A2, . . . , An)
∈ An

α,G, D ïëîòíî â Z, f ∈ Cγ([0, T ];Z), γ ∈ (0, 1], zl ∈ D, l = 0, 1, . . . ,m− 1.
Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1), (3), ïðè ýòîì

îíî èìååò âèä z(t) =
∑m−1

l=0 Zl(t)zl +
∫ t
0 Y0(t− s)f(s)ds.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû: ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (4) äëÿ êâàçè-
ëèíåéíîãî äðîáíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5) íà îòðåçêå [t0, t1] íàçû-
âàåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ z ∈ ACm([t0, t1];Z), äëÿ êîòîðîé Dα

t z ∈ C((t0, t1];Z) ∩
L1(t0, t1;Z),

∑n
k=1AkD

αk
t z ∈ C((t0, t1];Z), Dγi

t z ∈ C([t0, t1];Z), i = 1, 2, . . . , r,
âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèå (t,Dγ1

t z(t), . . . , D
γr
t z(t)) ∈ U ïðè t ∈ [t0, t1], ðàâåíñòâî

(5) äëÿ âñåõ t ∈ (t0, t1], à òàêæå óñëîâèÿ (4).

Òåîðåìà 10. Ïóñòü α1 < α2 < · · · < αn ≤ m− 1 < α ≤ m ∈ N, n, r ∈ N, γ1 <
· · · < γr < α, (A1, A2, . . . , An) ∈ An

α,G, D ïëîòíî â Z, ïðè l = 0, 1, . . . ,m−1 zl ∈
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D, U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R × Zr, B ∈ C(U ;Z) ëîêàëüíî ëèïøèöåâî
ïî x̄, (t0, z̃1, z̃2, . . . , z̃r) ∈ U . Òîãäà ïðè íåêîòîðîì t1 > t0 çàäà÷à (4), (5) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íà îòðåçêå [t0, t1].

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå äîêàçàíà ãëîáàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü α1 < α2 < · · · < αn ≤ m − 1 < α ≤ m ∈ N, n, r ∈ N,
γ1 < · · · < γr < α, (A1, A2, . . . , An) ∈ An

α,G(θ0, a0), zl ∈ D, l = 0, 1, . . . ,m − 1,
îòîáðàæåíèå B ∈ C([t0, T ] × Zr;Z) ëèïøèöåâî ïî x̄. Òîãäà çàäà÷à (4), (5)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íà îòðåçêå [t0, T ].

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èñïîëüçóþòñÿ â ïÿòîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû
äëÿ èññëåäîâàíèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
óðàâíåíèé ñ íåñêîëüêèìè ïðîèçâîäíûìè Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî ïî âðåìåíè.
Âñå îïåðàòîðû çàäàíû êàê â ðàçäåëå 1.7.2, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî ν1 < ν0,
α1 < α2 < · · · < αn ≤ 1 < α < 2 è óñëîâèå (8) ïðèíèìàåò âèä

u(ξ, 0) = u0(ξ),
∂u

∂t
(ξ, 0) = u1(ξ), ξ ∈ Ω. (12)

Â ñèëó òåîðåìû 9 ïðè ul ∈ X , l = 0, 1, . . . ,m− 1, è ïðè h ∈ Cγ([t0, T ];L2(Ω)),
γ ∈ (0, 1], ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (9), (10), (12).

Â ðàçäåëå 2.5.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à (9), (11), (12)
ïðè H : Ω × Rr → R, ν1 < ν0. Ïîëîæèì X := {v ∈ H2ρν1+ρ0(Ω) : BjΛ

pv(ξ) =
0, j = 1, 2, . . . , ρ, p = 0, 1, . . . , ν1 − 1, ξ ∈ ∂Ω}, ρ0 ∈ N, Y := Hρ0(Ω); L :=

P1(Λ) ∈ L(X ;Y), Mk := P k
2 (Λ) ∈ Cl(X ;Y), DMk

= {v ∈ H2ρνk2 (Ω) : BjΛ
pv(ξ) =

0, j = 1, 2, . . . , ρ, p = 0, 1, . . . , νk2 − 1, ξ ∈ ∂Ω}, k = 1, 2, . . . , n.
Åñëè P1(λs) ̸= 0 äëÿ âñåõ s ∈ N, òî çàäà÷à (9), (11), (12) èìååò âèä (4), (5),

ãäå Z = X , Ak = L−1Mk ∈ Cl(Z), k = 1, 2, . . . , n, zl = ul(·), l = 0, 1, . . . ,m− 1,
B(y1, y2, . . . , yr) = L−1H(·, y1, y2, . . . , yr).

Òåîðåìà 12. Ïóñòü α1 < α2 < · · · < αn ≤ 1 < α < 2, α − α1 < 2, γ1 <
γ2 < · · · < γr < α, ñïåêòð σ(Λ1) íå ñîäåðæèò íà÷àëà êîîðäèíàò è íóëåé
ìíîãî÷ëåíà P1, 2ρν1+ρ0 > d/2, ul ∈ X , l = 0, 1, . . . ,m−1, H ∈ C∞(Ω×Rr;R),
ν0 > ν1 è âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) â ñëó÷àå íå÷åòíîãî ν0 − ν1 ïðè ν
k
2 = ν0 âûïîëíÿåòñÿ b

k
νk2
/aν1 > 0;

(ii) â ñëó÷àå ÷åòíîãî ν0 − ν1 ïðè ν
k
2 = ν0 âûïîëíÿåòñÿ b

k
νk2
/aν1 < 0.

Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî t1 > t0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è
(9), (11), (12). Åñëè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå H ïî yi, i = 1, 2, . . . , r, îãðàíè-
÷åíû, òî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (9), (11), (12) ñóùåñòâóåò íà âñåì
îòðåçêå [t0, T ].

Â ðàçäåëå 2.5.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé äèíàìèêè âÿçêîóïðóãèõ ñðåä

∂lv

∂tl
(ξ, 0) = vl(ξ), ξ ∈ Ω, l = 0, 1, . . . ,m− 1, (13)

v(ξ, t) = 0, (ξ, t) ∈ ∂Ω× (0, T ], (14)

Dα
t v(ξ, t) = χ∆Dβ

t v(ξ, t) + ν∆Dγ
t v(ξ, t) + κ∆Dδ

tv(ξ, t)− r(ξ, t) + h(ξ, t), (15)
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∇ · v(ξ, t) = 0, (16)

ãäå (ξ, t) ∈ Ω × (0, T ], χ, ν, κ ∈ R, íåêîòîðûå èç ÷èñåë α, β, γ, δ ∈ R ìîãóò
áûòü îòðèöàòåëüíûìè. Çäåñü ñêîðîñòü v = (v1, v2, . . . , vd) è ãðàäèåíò äàâëåíèÿ
r = (r1, r2, . . . , rd) = ∇p íåèçâåñòíû, ôóíêöèÿ h : Ω× [0, T ] → Rd çàäàíà.

Ïîëîæèì L2 := (L2(Ω))
d, H1 := (H1(Ω))d, H2 := (H2(Ω))d, çàìêíóòîå

ïîäïðîñòðàíñòâî L := {z ∈ (C∞
0 (Ω))d : ∇ · z = 0} â íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2

îáîçíà÷èì ÷åðåç Hσ, à â íîðìå H1 � ÷åðåç H1
σ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå H2

σ :=
H1
σ ∩ H2, ÷åðåç Hπ îáîçíà÷èì îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê Hσ â ïðîñòðàíñòâå

L2, Σ : L2 → Hσ, Π = I − Σ : L2 → Hπ � ñîîòâåòñòâóþùèå îðòîïðîåêòîðû.
Îïåðàòîð B := Σ∆, ïðîäîëæåííûé äî çàìêíóòîãî îïåðàòîðà â Hσ ñ îá-

ëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ H2
σ, èìååò âåùåñòâåííûé îòðèöàòåëüíûé äèñêðåòíûé êî-

íå÷íîêðàòíûé ñïåêòð, êîòîðûé ñãóùàåòñÿ òîëüêî ïðè −∞.
Ñèñòåìà (15), (16) ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ

Dα
t v(ξ, t) = χBDβ

t v(ξ, t) + νBDγ
t v(ξ, t) + κBDδ

tv(ξ, t) + Σh(ξ, t), (17)

ïðè ýòîì r(ξ, t) = χΠ∆Dβ
t v(ξ, t) + νΠ∆Dγ

t v(ξ, t) + κΠ∆Dδ
tv(ξ, t) + Πh(ξ, t),

(ξ, t) ∈ Ω× (0, T ]. Ïîýòîìó áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó (13), (14), (17).
Åñëè α > β > γ > δ, α − δ < 2, òî âîçüìåì X = Hσ, A1 = κB, A2 =

νB, A3 = χB ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ïëîòíî îïðåäåëåííûìè îïåðàòîðàìè,
D = DB = H2

σ. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì, íåòðóäíî
ïîêàçàòü, ÷òî ïðè χ, ν, κ > 0 âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå (A1, A2, A3) ∈ A3

α,G è ïî
òåîðåìå 9 äëÿ ëþáûõ v0, v1 ∈ H2

σ, Σh ∈ Cγ([0, T ];Hσ), γ ∈ (0, 1], ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (13), (14), (17). Ñëåäîâàòåëüíî, (13)�(16) òàêæå
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ïóñòü β > α > γ > δ, m − 1 < α ≤ m ∈ N, χ, ν, κ ∈ R, òîãäà, ïîñêîëüêó
ñïåêòð îïåðàòîðà B íå ñîäåðæèò íóëÿ, ïåðåïèøåì (17) â âèäå
Dβ
t v(ξ, t) = χ−1B−1Dα

t v(ξ, t)− χ−1νDγ
t v(ξ, t)− χ−1κDδ

tv(ξ, t)−B−1Σh(ξ, t).
Ïîëîæèì X = Hσ, A1 = χ−1B−1, A2 = −χ−1νI, A3 = −χ−1κI � îãðàíè÷åííûå
îïåðàòîðû è ïî òåîðåìå 2 äëÿ ëþáûõ v0, v1 ∈ Hσ ïðè Σh ∈ C([0, T ];Hσ) çàäà÷à
(13), (14), (17), à çíà÷èò, è çàäà÷à (13)�(16) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Â òðåòüåé ãëàâå èññëåäîâàíû âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííî-
ñòè ðåøåíèÿ íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ íåñêîëüêèìè äðîáíûìè ïðî-
èçâîäíûìè Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî è ñ âûðîæäåííûì îïåðàòîðîì ïðè ñòàð-
øåé èç íèõ. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ñïåêòðàëüíî îãðà-
íè÷åííîé ïàðû ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî n ∈ N,
L,M1,M2, . . . ,Mn−1 ∈ L(X ;Y), kerL ̸= {0}, Mn ∈ Cl(X ;Y), DMn � îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Mn, íà êîòîðîé çàäàíà íîðìà ãðàôèêà ∥ · ∥DMn

:=
∥ · ∥X + ∥Mn · ∥Y . Îáîçíà÷èì ρL(Mn) := {µ ∈ C : (µL −Mn)

−1 ∈ L(Y ;X )},
RL
µ(Mn) := (µL−Mn)

−1L, LLµ(Mn) := L(µL−Mn)
−1.

ÎïåðàòîðMn íàçûâàåòñÿ (L, σ)-îãðàíè÷åííûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå a >
0, ÷òî äëÿ âñåõ µ ∈ C èç |µ| > a ñëåäóåò µ ∈ ρL(Mn). Ïðè ýòîì ïàðó îïå-
ðàòîðîâ (L,Mn) áóäåì íàçûâàòü ñïåêòðàëüíî îãðàíè÷åííîé. Â ñëó÷àå (L, σ)-
îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà Mn îïðåäåëèì ïðîåêòîðû

P :=
1

2πi

∫
γ

RL
µ(Mn)dµ ∈ L(X ), Q :=

1

2πi

∫
γ

LLµ(Mn) dµ ∈ L(Y), (18)

ãäå γ := {µ ∈ C : |µ| = r > a}. Ïîëîæèì X 0 := kerP , X 1 := imP , Y0 := kerQ,
Y1 := imQ. Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè P0 := I−P , Q0 := I−Q, ÷åðåç Lq (Mk,q)
îáîçíà÷èì ñóæåíèå îïåðàòîðà L (Mk) íà X q (DMn,q := DMn ∩ X q), q = 0, 1,
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k = 1, 2, . . . , n. Ïðè ýòîì èçâåñòíî, ÷òî LP = QL,MnPx = QMnx äëÿ x ∈ DMn,
ïîýòîìó Mn,1 ∈ L

(
X 1;Y1

)
, Mn,0 ∈ Cl

(
X 0;Y0

)
, Lq ∈ L

(
X q;Yq

)
, q = 0, 1; êðîìå

òîãî, â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè ñóùåñòâóþò îïåðàòîðû M−1
n,0 ∈ L

(
Y0;X 0

)
,

L−1
1 ∈ L

(
Y1;X 1

)
. Îïåðàòîð Mn áóäåì íàçûâàòü (L, 0)-îãðàíè÷åííûì, åñëè

L0 � íóëåâîé îïåðàòîð.
Ðàññìîòðèì íà÷àëüíóþ çàäà÷ó äëÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

x(l)(t0) = xl, l = 0, 1, . . . ,mn − 1,

(Px)(l)(t0) = xl, l = mn,mn + 1, . . . ,m− 1,
(19)

Dα
t Lx(t) =

n∑
k=1

MkD
αk
t x(t) + g(t), (20)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì â ñëó÷àå kerL ̸= {0}. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî,
êàê è ïðåæäå, α1 < α2 < ... < αn < α, m − 1 < α ≤ m ∈ N, mk − 1 < αk ≤
mk ∈ Z, k = 1, 2, . . . , n, g ∈ ([0, T ];Y).

Ðåøåíèåì çàäà÷è (19), (20) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ x ∈ ACmn([0, T ];X ),
äëÿ êîòîðîé Px ∈ ACm([0, T ];X ), Dαk

t x ∈ C([0, T ];X ), k = 1, 2 . . . , n, Dα
t Lx,

MnD
αn
t x ∈ C([0, T ];Y), âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (19), (20) ïðè âñåõ t ∈ [0, T ].

Òåîðåìà 13. Ïóñòü α1 < α2 < ... < αn < α, m − 1 < α ≤ m ∈ N, mk − 1 <
αk ≤ mk ∈ Z, k = 1, 2, . . . , n, L,Mk ∈ L(X ;Y), k = 1, 2, . . . , n − 1, Mn ∈
Cl(X ;Y) (L, 0)-îãðàíè÷åí, MkP = QMk, k = 1, 2, . . . , n − 1, g ∈ C([0, T ];Y),
xl ∈ X ïðè l = 0, 1, . . . ,mn − 1, xl ∈ X 1, l = mn,mn + 1, . . . ,m − 1. Òîãäà
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (19), (20).

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå òðåòüåé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à
äëÿ âûðîæäåííîãî êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñî ñïåêòðàëüíî îãðàíè÷åííîé
ïàðîé îïåðàòîðîâ

x(l)(t0) = xl, l = 0, 1, . . . ,mn − 1,

(Px)(l)(t0) = xl, l = mn,mn + 1, . . . ,m− 1,
(21)

Dα
t Lx(t) =

n∑
k=1

MkD
αk
t x(t) +N(t,Dγ1

t x(t), D
γ2
t x(t), . . . , D

γr
t x(t)), (22)

ò. å. â ñëó÷àå kerL ̸= {0}. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, êàê ïðåæäå, n, r ∈ N, m− 1 < α ≤
m ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn < α, mk − 1 < αk ≤ mk ∈ Z, k = 1, 2, . . . , n,
γ1 < γ2 < · · · < γr < α, U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R×X r, N ∈ C(U,Z).

Ðåøåíèåì çàäà÷è (21), (22) íà îòðåçêå [t0, t1] íàçîâåì ôóíêöèþ
x ∈ ACmn([t0, t1];X ), äëÿ êîòîðîé Px ∈ ACm([t0, t1];X ), Dα

t Lx,MnD
αn
t x ∈

C([t0, t1];Y), Dαk
t x ∈ C([t0, t1];X ), k = 1, 2 . . . , n, Dγi

t x ∈ C([t0, t1];X ), i =
1, 2, . . . , r, âûïîëíåíû âêëþ÷åíèå (t,Dγ1

t x(t), D
γ2
t x(t), . . . , D

γr
t x(t)) ∈ U , ðàâåí-

ñòâî (22) äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1] è óñëîâèÿ (21).
Îáîçíà÷èì V = U ∩ (R × (X 1)r), ṽi := Dγi

t |t=t0ṽ(t), i = 1, 2, . . . , r, ãäå

ṽ(t) := Px0+(t− t0)Px1+
(t−t0)2

2!
Px2+ · · ·+ (t−t0)m−1

(m−1)!
Pxm−1, W = U ∩ (R× (X 0)r),

w̃i := Dγi
t |t=t0w̃(t), i = 1, 2, . . . , r, ãäå w̃(t) := P0x0 + (t− t0)P0x1 +

(t−t0)2

2!
P0x2 +

· · ·+ (t−t0)mn−1

(mn−1)!
P0xmn−1.
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Òåîðåìà 14. Ïóñòü îïåðàòîð Mn ∈ Cl(X ;Y) (L, 0)-îãðàíè÷åí, MkP = QMk,
k = 1, 2, . . . , n − 1, N : U → Y, äëÿ êàæäîãî (t, z1, . . . , zr) ∈ U , òàêîãî,
÷òî (t, Pz1, . . . , P zr) ∈ U , âûïîëíÿåòñÿ N(t, z1, . . . , zr) = N1(t, Pz1, . . . , P zr)
äëÿ íåêîòîðîãî îïåðàòîðà N1 ∈ C(V ;Y), êîòîðûé ëîêàëüíî ëèïøèöåâ ïî
v1, . . . , vr, (t0, ṽ1, . . . , ṽr) ∈ V , xl ∈ X 1 äëÿ l = mn, . . . ,m − 1. Òîãäà ïðè íåêî-
òîðîì t1 > t0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (21), (22) íà [t0, t1].

Òåîðåìà 15. Ïóñòü îïåðàòîð Mn ∈ Cl(X ;Y) (L, 0)-îãðàíè÷åí, MkP = QMk,
k = 1, 2, . . . , n − 1, γr < αn, N : U → Y, äëÿ âñåõ (t, z1, . . . , zr) ∈ U , òàêèõ
÷òî (t, P0z1, . . . , P0zr) ∈ U âûïîëíÿåòñÿ N(t, z1, . . . , zr) = N0(t, P0z1, . . . , P0zr)
äëÿ íåêîòîðîãî îïåðàòîðà N0 ∈ C(W ;Y), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ëèï-
øèöåâûì ïî w1, . . . , wr, (t0, w̃1, . . . , w̃r) ∈ W , xl ∈ X 1 äëÿ l = mn, . . . ,m − 1.
Òîãäà ïðè íåêîòîðîì t1 > t0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (21),
(22) íà [t0, t1].

Îáîçíà÷èì x̃i := Dγi
t |t=t0x̃(t), i = 1, 2, . . . , r, ãäå x̃(t) := x0 + (t − t0)x1 +

(t−t0)2

2!
x2 + · · ·+ (t−t0)mn−1

(mn−1)!
xmn−1.

Òåîðåìà 16. Ïóñòü L,Mk ∈ L(X ;Y), k = 1, 2, . . . , n − 1, îïåðàòîð Mn ∈
Cl(X ;Y) (L, 0)-îãðàíè÷åí, MkP = QMk, k = 1, 2, . . . , n − 1, îòîáðàæåíèå
N ∈ C(U ;Y1) ëîêàëüíî ëèïøèöåâî ïî y1, y2, . . . , yr, (t0, x̃1, x̃2, . . . , x̃r) ∈ U ,
xl ∈ X 1 ïðè l = mn,mn+1, . . . ,m−1. Òîãäà ïðè íåêîòîðîì t1 > t0 ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (21), (22) íà [t0, t1].

Òåîðåìà 17. Ïóñòü L,Mk ∈ L(X ;Y), k = 1, 2, . . . , n − 1, îïåðàòîð Mn ∈
Cl(X ;Y) (L, 0)-îãðàíè÷åí, MkP = QMk, k = 1, 2, . . . , n − 1, γr < αn, îòîáðà-
æåíèå N ∈ C(U ;Y0) ëîêàëüíî ëèïøèöåâî ïî y1, . . . , yr, (t0, x̃1, x̃2, . . . , x̃r) ∈ U ,
xl ∈ X 1 ïðè l = mn,mn+1, . . . ,m−1. Òîãäà ïðè íåêîòîðîì t1 > t0 ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (21), (22) íà [t0, t1].

Ïðè ëèïøèöåâîì îòîáðàæåíèè N ∈ C([t0, T ]×Zr;Z) ïîëó÷èì àíàëîãè÷-
íûå óòâåðæäåíèÿ î ãëîáàëüíîé îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (21), (22).

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ êîððåêòíîñòè ëèíåéíîé îáðàò-
íîé çàäà÷è äëÿ âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ ñî ñïåêòðàëüíî îãðàíè÷åííîé ïàðîé
îïåðàòîðîâ

Dα
t Lx(t) =

n∑
j=1

MjD
αj

t x(t) + φ(t)u, t ∈ [0, T ], (23)

ñ óñëîâèÿìè

x(l)(0) = xl ∈ X , l = 0, 1, . . . ,mn − 1,

(Px)(l)(0) = xl ∈ X 1, l = mn,mn + 1, . . . ,m− 1,
(24)

∫ T

0

x(t)dµ(t) = xT ∈ X , (25)

ãäå 0 < α1 < α2 < · · · < αn < α, mj − 1 < αj ≤ mj ∈ N, j = 1, 2, . . . , n,
m− 1 < α ≤ m ∈ N, φ ∈ C([0, T ];R), u ∈ Y .

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå òðåòüåé ãëàâû ðàññìàòðèâàþòñÿ ñåêòîðèàëüíûå
ïàðû îïåðàòîðîâ.

Ïàðà (L,M) ∈ (Cl(X ;Y))2 ïðèíàäëåæèò êëàññó Hα(θ0, a0), åñëè (i) ñóùå-
ñòâóþò θ0 ∈ (π/2, π) è a0 ≥ 0, òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ λ ∈ Sθ0,a0 èìååì λ

α ∈ ρL(M);
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(ii) äëÿ êàæäûõ θ ∈ (π/2, θ0), a > a0 ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà K = K(θ, a) > 0,
òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ λ ∈ Sθ,a, max{∥RL

λα(M)∥L(X ), ∥LLλα(M)∥L(Y)} ≤ K(θ,a)

|λ−a||λ|α−1 .

Äëÿ óäîáñòâà ïàðó îïåðàòîðîâ (L,M) ∈ Hα(θ0, a0) áóäåì íàçûâàòü òàêæå
ñåêòîðèàëüíîé. Ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèå Hα :=

⋃
θ0∈(π/2,π)
a0≥0

Hα(θ0, a0).

Èç ïñåâäîðåçîëüâåíòíîãî òîæäåñòâà, ñïðàâåäëèâîãî êàê äëÿ RL
µ(Mn), òàê

è äëÿ LLµ(Mn), ñëåäóåò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâà kerRL
µ(Mn) = kerL, imRL

µ(Mn),
kerLLµ(Mn), imL

L
µ(Mn) íå çàâèñÿò îò µ ∈ ρL(Mn). Îáîçíà÷èì kerRL

µ(Mn) :=
X 0, kerLLµ(Mn) := Y0. ×åðåç X 1 (Y1) îáîçíà÷èì çàìûêàíèå îáðàçà imRL

µ(Mn)
(imLLµ(Mn)) â íîðìå ïðîñòðàíñòâà X (Y), à ÷åðåç Lq (Mn,q) îáîçíà÷èì ñóæåíèå
îïåðàòîðà L (Mn) íà DLq := DL ∩ X q (DMn,q := DMn ∩ Yq) ïðè q = 0, 1.

Â ïÿòîì ïàðàãðàôå òðåòüåé ãëàâû ðàññìàòðèâàþòñÿ âûðîæäåííûå ëèíåé-
íûå óðàâíåíèÿ ñ ñåêòîðèàëüíîé ïàðîé îïåðàòîðîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n ∈ N,
M1,M2, . . . ,Mn−1 ∈ L(X ;Y), Mn, L ∈ Cl(X ;Y), kerL ̸= {0}. Ïóñòü áàíà-
õîâû ïðîñòðàíñòâà X è Y ðåôëåêñèâíû, (L,Mn) ∈ Hα(θ0, a0), α1 < α2 <
... < αn ≤ m − 1 < α ≤ m ∈ N, mk − 1 < αk ≤ mk, k = 1, 2, . . . , n,
g ∈ C([0, T ];Y). Íåêîòîðûå èç αk ìîãóò áûòü îòðèöàòåëüíû. Ðàññìîòðèì
çàäà÷ó (19), (20). Åå ðåøåíèåì íàçîâåì ôóíêöèþ x ∈ ACmn([0, T ];X ), äëÿ
êîòîðîé Px ∈ ACm([0, T ];X ), Dαk

t x ∈ C((0, T ];X ), k = 1, 2, . . . , n, Dα
t Lx,

MnD
αn
t x ∈ C((0, T ];Y) ∩ L1(0, T ;Y), Dαk

t x ∈ C((0, T ];X ), âûïîëíåíû ðàâåí-
ñòâî (20) äëÿ âñåõ t ∈ (0, T ] è óñëîâèÿ (19).

Èìååì LP = QL äëÿ x ∈ DL, MnPx = QMnx äëÿ x ∈ DMn, ñëåäîâà-
òåëüíî, Mn,q ∈ Cl

(
X q;Yq

)
, Lq ∈ L

(
X q;Yq

)
, q = 0, 1. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò

M−1
n,0 ∈ L

(
Y0;X 0

)
, L−1

1 ∈ Cl
(
Y1;X 1

)
.

Òåîðåìà 18. Ïóñòü X , Y � ðåôëåêñèâíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, (L,Mn) ∈
Hα(θ0, a0), Mk ∈ L(X ;Y), k = 1, 2, . . . , n−1, L−1

1 ∈ L(Y1;X 1), α1 < α2 < · · · <
αn ≤ m − 1 < α ≤ m ∈ N, αn > −α. Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ θ1 ∈ (π/2, θ0],
a1 ≥ a0 (M1,1L

−1
1 ,M2,1L

−1
1 , . . . ,Mn,1L

−1
1 ) ∈ An

α,G(θ1, a1).

Òåîðåìà 19. Ïóñòü X , Y � ðåôëåêñèâíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, (L,Mn) ∈
Hα(θ0, a0),Mk ∈ L(X ;Y),MkP = QMk+Q0NkP äëÿ íåêîòîðûõ Nk ∈ L(X 1;Y),
k = 1, 2, . . . , n − 1, L−1

1 ∈ L(Y1;X 1), α1 < α2 < · · · < αn ≤ m − 1 < α ≤
m ∈ N, αn > α(1 − 2θ0/π), g ∈ C([0, T ];Y), Qg ∈ Cγ([0, T ];Y), γ ∈ (0, 1],
xl ∈ DMn,1

+̇X 0 äëÿ l = 0, 1, . . . ,mn−1, xl ∈ DMn,1
ïðè l = mn,mn+1, . . . ,m−1.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (19), (20).

Â øåñòîì ïàðàãðàôå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû î íà÷àëüíûõ çàäà÷àõ äëÿ
âûðîæäåííûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ áû-
ëè èñïîëüçîâàíû äëÿ èçó÷åíèÿ âîïðîñîâ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ñèñòåì
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äðîáíîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè.

Ïóñòü m,n, q ∈ N, m − 1 < α ≤ m, α1 < α2 < · · · < αn < α, L, Mk �
(q× q)-ìàòðèöû ñ ýëåìåíòàìè èç C, k = 1, 2, . . . , n, detL = 0. Ðàññìîòðèì âû-
ðîæäåííóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Dα
t Lx(t) =

n∑
k=1

MkD
αk
t x(t) + g(t), t ≥ 0, (26)
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ãäå x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xq(t))T è g(t) = (g1(t), g2(t), . . . , gq(t))T � íåèçâåñò-
íàÿ è çàäàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèè ñîîòâåòñòâåííî ñî çíà÷åíèÿìè â Cq (ñèìâîë
T îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå). Âîçüìåì X = Y = Cq, òîãäà óñëîâèå (L, p)-
îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà Mn ðàâíîñèëüíî òðåáîâàíèþ det(µL − Mn) ̸≡ 0,
ïðè ýòîì p ≤ q − 1. Ïî òåîðåìå 13 íà÷àëüíàÿ çàäà÷à

x(l)(0) = xl ∈ X , l = 0, 1, . . . ,mn − 1,

(Px)(l)(0) = xl ∈ X 1, l = mn,mn + 1, . . . ,m− 1,
(27)

ãäå xl = (x1
l , x

2
l , . . . , x

q
l )
T ∈ Cq, l = 0, 1, . . . ,m−1, P0xl = 0 ïðè l = mn, . . . ,m−1,

äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (26) ñ g ∈ C([0, T ];Cq) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (9), (10). Ïðåäïîëîæèì,

÷òî P1(λs) = 0 ïðè íåêîòîðûõ s ∈ N, òîãäà ïðè óñëîâèè, ÷òî ìíîãî÷ëåíû P1 è
P n

2 íå èìåþò îáùèõ êîðíåé íà ìíîæåñòâå {λs}, îïåðàòîð Mn (L, 0)-îãðàíè÷åí,
ïðè ýòîì ïðîåêòîðû (18) èìåþò âèä

P =
∑

P1(λs)̸=0

⟨·, φs⟩φs, Q =
∑

P1(λs)̸=0

⟨·, φs⟩φs. (28)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàäèì â âèäå

∂lu

∂tl
(ξ, 0) = ul(ξ), l = 0, 1, . . . ,mn − 1, ξ ∈ Ω,

∂lP1(Λ)u

∂tl
(ξ, 0) = yl(ξ), l = mn,mn + 1, . . . ,m− 1, ξ ∈ Ω,

(29)

òîãäà çàäà÷à (9), (10), (29) ïðåäñòàâèìà â âèäå (19), (20). Èç òåîðåìû 13 ñëå-
äóåò îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (9), (10), (29) ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ
äàííûõ ul ∈ X , l = 0, 1, . . . ,mn − 1, yl ∈ L2(Ω), l = mn,mn + 1, . . . ,m − 1,
òàêèõ, ÷òî ⟨yl, φs⟩ = 0 ïðè P1(λs) = 0, è h ∈ C([0, T ];L2(Ω)).

Ïóñòü ap, b
k
p ∈ R, â ñëó÷àå ν1 ≥ νk, k = 1, 2, . . . , n − 1, ν1 < νn èìååì

Mk = P k
2 (Λ) ∈ L(X ;Y), k = 1, 2, . . . , n − 1, Mn = P n

2 (Λ) ∈ Cl(X ;Y), DMn :=
{v ∈ H2ρνn(Ω) : BjΛ

pv(ξ) = 0, p = 0, 1, . . . , νn − 1, j = 1, . . . , ρ, ξ ∈ ∂Ω}. Òîãäà
(L,Mn) ∈ Hα â îäíîì èç äâóõ ñëó÷àåâ:

(i) åñëè (−1)νn−ν1bνn/aν1 < 0 è ìíîãî÷ëåíû P1 è P
n
2 íå èìåþò îáùèõ êîðíåé

íà ìíîæåñòâå {λs}, òî (L,Mn) ∈ Hα ïðè ëþáîì α ≥ 1;
(ii) åñëè (−1)νn−ν1bνn/aν1 < 0, ìíîãî÷ëåíû P1 è P

n
2 íå èìåþò îáùèõ êîðíåé

íà ìíîæåñòâå {λs} è max
P1(λs) ̸=1

Pn
2 (λs)

P1(λs)
< 1, òî (L,Mn) ∈ Hα ïðè ëþáîì α ∈ (0, 1).

Ïðè ýòîì L−1
1 ∈ L(Y1;X 1), à èç âèäà ïðîåêòîðîâ (28) ñëåäóåò, ÷òî MkP =

QMk, ò. å. Nk = 0, k = 1, 2, . . . , n− 1, â óñëîâèÿõ òåîðåìû 19. Òàêèì îáðàçîì,
â ëþáîì èç äâóõ ñëó÷àåâ èç òåîðåìû 19 ñëåäóåò îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü
çàäà÷è (9), (10), (29) ïðè óñëîâèè αn > α(1 − 2θ0/π) ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ
äàííûõ ul ∈ DMn, l = 0, 1, . . . ,mn − 1, yl ∈ L[DMn], l = mn,mn + 1, . . . ,m− 1,
è h ∈ Cγ([0, T ];L2(Ω)), γ ∈ (0, 1].

Â ðàçäåëå 3.6.4 ðàññìîòðåíû ïðèìåðû âûðîæäåííûõ ñèñòåì óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, èëëþñòðèðóþùèå ÷åòûðå ñëó÷àÿ èç ïàðàãðàôà 3.2.

Â ðàçäåëå 3.6.5 ðàññìîòðåíà íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ëèíåàðèçîâàí-
íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé òåðìîêîíâåêöèè â âÿçêîóïðóãîé ñðåäå

v(ξ, 0) = v0(ξ), (m− 1)
∂v

∂t
(ξ, 0) = (m− 1)v1(ξ), ξ ∈ Ω, (30)
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τ(ξ, 0) = τ0(ξ), (m− 1)
∂τ

∂t
(ξ, 0) = (m− 1)τ1(ξ), ξ ∈ Ω, (31)

v(ξ, t) = 0, τ(ξ, t) = 0, (ξ, t) ∈ ∂Ω× (0, T ], (32)

Dα
t v(ξ, t) = χDα

t ∆v(ξ, t) + ν∆v(ξ, t) + κDδ
t∆v(ξ, t)− r(ξ, t) + h(ξ, t), (33)

∇ · v(ξ, t) = 0, (34)

Dα
t τ(ξ, t) = ϱ△τ(ξ, t) + ςvn(ξ, t) + f(ξ, t). (35)

ãäå (ξ, t) ∈ Ω × (0, T ], m − 1 < α ≤ m ∈ {1, 2}, δ < 0, χ, ν, κ, ϱ, ς ∈ R, ∆ �
îïåðàòîð Ëàïëàñà ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ H2

0(Ω) := {w ∈ H2(Ω) : w(ξ) =
0, ξ ∈ ∂Ω}, ïëîòíîé â L2(Ω).

Ïîëîæèì X = H2
σ × Hπ × L2(Ω), Y = L2 × L2(Ω) = Hσ × Hπ × L2(Ω),

L =

(
I − χB O O
−χΠ∆ O O

O O I

)
, M1 =

(
κB O O
κΠ∆ O O
O O O

)
, M2 =

(
νB O O
νΠ∆ −I O
ςPn O ϱ△

)
,

g(t) =

 Σh(·, t)
Πh(·, t)
f(·, t)

 , t ∈ [0, T ]. Çäåñü Pn � ïðîåêòîð, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

(v1, v2, . . . , vn) → vn. Òîãäà L,M1 ∈ L(X ;Y), M2 ∈ Cl(X ;Y), DM2
= H2

σ × Hπ ×
H2

0(Ω). Èìååì x(t) ∈ X , ãäå x(t) = (v(·, t), r(·, t), τ(·, t)).

Òåîðåìà 20. Ïóñòü α ∈ (0, 2), χ, ν, κ, ς ∈ R, χ /∈ σ(B), ϱ > 0, v0 ∈ Hσ, τ0 ∈
H2

0(Ω) äëÿ α ∈ (0, 1], v0, v1 ∈ Hσ, τ0, τ1 ∈ H2
0(Ω) ïðè α ∈ (1, 2); h ∈ C([0, T ];L2),

Σh ∈ Cγ([0, T ];Hσ), f ∈ Cγ([0, T ];L2(Ω)), γ ∈ (0, 1]. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (30)�(35).

Çàêëþ÷åíèå
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñòàëè òåîðåìû î ñó-
ùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ
øèðîêèõ êëàññîâ ëèíåéíûõ è êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ ñ íåñêîëüêèìè äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî, ñ
îãðàíè÷åííûìè èëè ñ çàìêíóòûìè îïåðàòîðàìè â ëèíåéíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ.
Ðàññìîòðåíû êàê ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé óðàâíåíèÿ,
òàê è óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå âûðîæäåííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðè ýòîé ïðî-
èçâîäíîé. Âî âòîðîì ñëó÷àå èñïîëüçóåìûå óñëîâèÿ íà ïàðó îïåðàòîðîâ ïðè
äâóõ ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ â óðàâíåíèè ïîçâîëÿþò âûðîæäåííîå óðàâíåíèå
ðåäóöèðîâàòü ê ïàðå óðàâíåíèé, ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèç-
âîäíîé.

Îáùèå ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñîâ ñóùåñòâî-
âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðÿäà íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåéíûõ è
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êàê ðàç-
ðåøèìûõ, òàê è íå ðàçðåøèìûõ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé
ïî âðåìåíè.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò ñòàòü îñíîâîé äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâà-
íèé â ñëåäóþùèõ íàïðàâëåíèÿõ: èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-
ñòâåííîñòè ñèëüíûõ ðåøåíèé àíàëîãè÷íûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ íåñêîëüêè-
ìè ïðîèçâîäíûìè Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî; èññëåäîâàíèå íîâûõ êëàññîâ îáðàò-
íûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ íåñêîëüêèìè ïðîèçâîäíûìè Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî:
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çàäà÷ ñ çàâèñÿùèì îò âðåìåíè íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðîì, íåëèíåéíûõ îáðàò-
íûõ çàäà÷; èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ óïðàâëÿåìîñòè óðàâíåíèé ñ íåñêîëüêèìè
ïðîèçâîäíûìè Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî; èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ çàäà÷ îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì, äèíàìèêà êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿ-
ìè ñ íåñêîëüêèìè ïðîèçâîäíûìè Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî.

Ñïèñîê ðàáîò àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè â æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ
â ïåðå÷åíü ÂÀÊ, áàçû äàííûõ Web of Science è Scopus
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