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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü è ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû èññëåäîâà-

íèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ òàêàÿ ìåæäèñöèïëèíàð-
íàÿ îáëàñòü íàóêè, êàê áèîèíôîðìàòèêà, à òàêæå ñâÿçàííàÿ ñ íåé ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ áèîëîãèÿ. Ïðîöåññû, ïðîòåêàþùèå â ðàçëè÷íûõ áèîëîãè-
÷åñêèõ ñèñòåìàõ, íà÷èíàÿ ñ êëåòîê è çàêàí÷èâàÿ ïîïóëÿöèÿìè, îïèñû-
âàþòñÿ íåëèíåéíûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Êà÷åñòâåííûé àíàëèç
ðåøåíèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïîçâîëÿåò äî ïðîâåäåíèÿ áèîëîãè÷åñêèõ
ýêñïåðèìåíòîâ âûÿâèòü ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ è öèêëû, à òàêæå ðå-
øèòü âîïðîñû (íå)åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ýòèõ öèêëîâ, êîòîðûå
ñîîòâåòñòâóþò îñöèëëèðóþùèì ðåæèìàì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ áèîëîãè÷å-
ñêèõ ñèñòåì. Ïîëó÷åííûå äàííûå î ïîâåäåíèè òðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ïîèñêå áèôóðêàöèîííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåò-
ðîâ, íàïðèìåð, â [8] â ðàìêàõ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ïî-
èñê áèôóðêàöèîííûõ çíà÷åíèé òàêæå àêòóàëåí äëÿ áèîëîãîâ, ïîñêîëüêó
èçìåíåíèå êà÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê ôàçîâîãî ïîðòðåòà îçíà÷àåò èç-
ìåíåíèå ðåæèìà ðàáîòû áèîëîãè÷åñêîé ñèñòåìû.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
ãåííûõ ñåòåé. Ãåííûå ñåòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãðóïïó ãåíîâ, âçàèìîäåé-
ñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé ÷åðåç ïåðâè÷íûå ïðîäóêòû, òàêèå, êàê áåëêè è
ìÐÍÊ, à òàêæå ÷åðåç âòîðè÷íûå, íàïðèìåð, äèìåðû. Ýòî âçàèìîäåé-
ñòâèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè è îòðèöàòåëüíûìè ðåãóëÿòîð-
íûìè ñâÿçÿìè, îñíîâàííûìè íà áèîõèìè÷åñêèõ ðåàêöèÿõ ñèíòåçà è ðàç-
ëîæåíèÿ âåùåñòâ.

Â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ áèîõèìè÷åñêèå ðåàêöèè îïèñûâàþòñÿ1 ñ
ïîìîùüþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â êîòî-
ðûõ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè êàæäîãî âåùåñòâà çàâèñèò îò êîí-
öåíòðàöèé âåùåñòâ, ó÷àñòâóþùèõ â ðåàêöèè. Îòìåòèì, ÷òî â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè ãèïîòåòè÷åñêèõ ãåííûõ ñåòåé � òåîðå-
òè÷åñêèõ îáúåêòîâ, èìåþùèõ áîëåå ïðîñòóþ ñòðóêòóðó, ÷åì ïðèðîäíûå
ãåííûå ñåòè, è ñîñòîÿùèõ èç îäíîòèïíûõ ýëåìåíòîâ, ïîñòðîåííûõ ïî
ñòðîãèì ïðàâèëàì. Ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ äàííûõ îáúåêòîâ ïðèâåäåíû
â ìîíîãðàôèè �Ñèñòåìíàÿ êîìïüþòåðíàÿ áèîëîãèÿ�2.

1Æàáîòèíñêèé À. Ì. Êîíöåíòðàöèîííûå àâòîêîëåáàíèÿ. � Ì.: Íàóêà, 1974.
2Ëèõîøâàé Â.À., Ãîëóáÿòíèêîâ Â.Ï., Äåìèäåíêî Ã.Â., Åâäîêèìîâ À.À., Ôàäååâ

Ñ.È. Òåîðèÿ ãåííûõ ñåòåé / Â êí.: Ñèñòåìíàÿ êîìïüþòåðíàÿ áèîëîãèÿ. � Ïîä ðåä.
Í.À.Êîë÷àíîâà è Ñ.Ñ.Ãîí÷àðîâà. � Íîâîñèáèðñê: ÑÎ ÐÀÍ, 2008.
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Áîëüøèíñòâî ìîäåëåé ãåííûõ ñåòåé îñíîâàíû íà óðàâíåíèÿõ áèîõè-
ìè÷åñêîé êèíåòèêè, êîòîðûå áûëè âûâåäåíû Á. Ãóäâèíîì è ïðåäñòàâëå-
íû â åãî ìîíîãðàôèè �Âðåìåííàÿ îðãàíèçàöèÿ êëåòêè�3. Á. Ãóäâèíîì áû-
ëè ïðåäëîæåíû íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ðåãóëÿöèè ñèíòåçà áåëêîâ, ìÐÍÊ
è ìåòàáîëèòîâ, äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîòîðûõ ïîòðåáîâàëèñü íîâûå ìåòîäû
è ïîäõîäû êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà.

Â 1975 ã. Ë. Ãëàññ4 ïðåäëîæèë ìîäåëü ãåííîé ñåòè, ïðåäñòàâëÿþ-
ùóþ ñîáîé êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ñ îäíîé îòðèöàòåëüíîé è
îñòàëüíûìè ïîëîæèòåëüíûìè ðåãóëÿòîðíûìè ñâÿçÿìè. Çäåñü ðåãóëÿòîð-
íûì ñâÿçÿì ñîîòâåòñòâóþò ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè. Äàëåå, â ðàáîòàõ Ë.
Ãëàññà è Äæ. Ïàñòåðíàêà5, à òàêæå C. Ãàñòèíãñà, Äæ. Òàéñîíà è Ä.
Âåáñòåðà6 áûëè ðàçðàáîòàíû ìåòîäû äèñêðåòèçàöèè äëÿ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì ñî ñòóïåí÷àòûìè ôóíêöèÿìè. Ïîäîáíûå ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿþò
èíòåðåñ êàê ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, òàê è ñ áèîëîãè÷åñêîé, ïî-
ñêîëüêó ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþò íåêîòîðûì ìåõàíèçìàì ïå-
ðåêëþ÷åíèÿ â áèîõèìè÷åñêèõ ðåàêöèÿõ, âûçâàííûì, íàïðèìåð, âîçäåé-
ñòâèåì âíåøíåé ñðåäû.

Îäèí èç ïðèìåðîâ îñöèëëèðóþùèõ ðåæèìîâ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ áèî-
ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû � îêîëîñóòî÷íûå êîëåáàíèÿ, íàçûâàåìûå áèîëîãè-
÷åñêèìè ÷àñàìè èëè öèðêàäíûìè ðèòìàìè. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, èìåþùàÿ êîëüöåâóþ ñòðóêòóðó è îïèñûâàþùàÿ èñêóññòâåí-
íûå âíóòðèêëåòî÷íûå ÷àñû äëÿ êëåòîê áàêòåðèè E.coli, ïðåäñòàâëåíà â
ðàáîòàõ Ì. Åëîâèöà7,8, ãäå òðè îòðèöàòåëüíûå ðåãóëÿòîðíûå ñâÿçè âûðà-
æåíû ôóíêöèÿìè Õèëëà, à òðè ïîëîæèòåëüíûå � ëèíåéíûìè ôóíêöèÿ-
ìè. Äàëåå, âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøå-
íèé äëÿ ïîäîáíûõ ìîäåëåé ñ ãëàäêèìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè èññëåäîâàëèñü

3Ãóäâèí Á. Âðåìåííàÿ îðãàíèçàöèÿ êëåòêè / Ïåð. ñ àíãë. À. Ì. Æàáîòèíñêîãî �
ïîä ðåä. Ñ. . Øíîëÿ. � Ì.: Ìèð, 1966.

4Glass L. Combinatorial and topological methods in nonlinear chemical kinetics. // J.
Chem. Phys, 1975. � V.63, N 4. � P.1325�1335.

5Glass L., Pasternack J. S. Stable Oscillations in Mathematical Models of Biological
Control Systems // J. of Math. Biology. 1978 � V.6. � P. 207�223.

6Hastings S., Tyson J., Webster D. Existence of periodic solutions for negative feedback
cellular control system // Journal of Di�. Equations, 1977. � V. 25. � P. 39 � 64.

7Elowitz M.B., Leibler S. A synthetic oscillatory network of transcriptional regulators
// Nature, 2000. � V.403. � P. 335 � 338.

8Elowitz M.B., Sprinzak D. Reconstruction of genetic circuits // Nature, 2005. � V.
438. � P. 443 � 448.
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â ðàáîòàõ À. Þ. Êîëåñîâà è Í. Õ. Ðîçîâà9,10, Â. Ï. Ãîëóáÿòíèêîâà è Í.
Á. Àþïîâîé11. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäîáíàÿ ìîäåëü ñî
ñòóïåí÷àòûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè, óðàâíåíèÿ êîòîðîé íå îáëàäàþò ñèì-
ìåòðèåé îòíîñèòåëüíî öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ. Âî ìíîãèõ
ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèÿõ12,13,14 èçó÷àëèñü âîïðîñû âçàèìíîãî ðàñïî-
ëîæåíèÿ è êîëè÷åñòâà ïðåäåëüíûõ öèêëîâ äëÿ äâóìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì, óðàâíåíèÿ êîòîðûõ ñîäåðæàò êóñî÷íî-ëèíåéíûå ôóíêöèè. Â ñëó-
÷àå äâóìåðíîé ñèñòåìû ñ ïîëèíîìèàëüíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè çàäà÷à î
÷èñëå ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 16-þ ïðîáëåìó Ãèëüáåðòà,
ðåøåííóþ â êîíöå XX âåêà.

Öåëè è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ. Öåëü ðàáîòû � èçó÷åíèå äèíàìè÷å-
ñêèõ ñèñòåì, ìîäåëèðóþùèõ ôóíêöèîíèðîâàíèå ãåííûõ ñåòåé. Â ðàìêàõ
ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé áûëè ïîñòàâëåíû è ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

� Îïèñàíèå ôàçîâîãî ïîðòðåòà äàííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, âûÿâ-
ëåíèå öèêëîâ è èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷è-
âîñòè öèêëîâ;

� Èññëåäîâàíèå òàêèõ ñâîéñòâ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå, êàê ìîíîòîí-
íîñòü è âûïóêëîñòü;

� Ñòðàòèôèêàöèÿ èíâàðèàíòíûõ îáëàñòåé, îïèñàíèå êîìáèíàòîðíîé
ñòðóêòóðû ôàçîâîãî ïîðòðåòà;

� Îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé, ïîèñê óñëîâèé íåóñòîé÷èâîñòè

9Êîëåñîâ À.Þ., Ðîçîâ Í.Õ., Ñàäîâíè÷èé Â.À. Ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ òèïà áåãó-
ùèõ âîëí â êîëüöåâûõ ãåííûõ ñåòÿõ // Èçâåñòèÿ ÐÀÍ, ñåðèÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ. 2016.
Ò. 80. � 3. Ñ. 67�94.

10Ãëûçèí Ñ.Ä., Êîëåñîâ À.Þ., Ðîçîâ Í. Õ. Êâàçèóñòîé÷èâûå ñòðóêòóðû â êîëüöå-
âûõ ãåííûõ ñåòÿõ //Æóðíàë âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.
2018, Ò. 58, � 5, C. 682 � 704.

11Àþïîâà Í.Á., Ãîëóáÿòíèêîâ Â.Ï., Êàçàíöåâ Ì.Â. Î ñóùåñòâîâàíèè öèêëà â îäíîé
íåñèììåòðè÷íîé ìîäåëè ìîëåêóëÿðíîãî ðåïðåññèëÿòîðà.// Ñèá. æóðí. âû÷èñëèòåëü-
íîé ìàòåì., 2017.� Ò.20, N 2. � C. 121 � 130.

12Llibre J., Novaes D.D., Texeira M.A. Maximum number of limit cycles for certain
piecewise linear dynamical systems. // Nonlinear Dynamics, 2015. � V. 82(3). � P. 1159
� 1175.

13Mereu A.C., Oliveira R., Rodrigues C.A.B. Limit cycles for a class of discontinuous
piecewise generalized Kukles di�erential systems. // Nonlinear Dynamics, 2018. � V. 93.
� P. 2201�2212.

14Wang S., Yang J. Realization of arbitrary con�guration of limit cycles of piecewise
linear system. // International Journal of Bifurcation and Chaos, 2018. � V. 30.
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ñòàöèîíàðíîé òî÷êè ñ öåëüþ âûÿëåíèÿ öèêëîâ;

� Ïîñòðîåíèå èíâàðèàíòíûõ ïîâåðõíîñòåé äëÿ òðàåêòîðèé äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Ïðè èññëåäîâàíèè ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàþùèõ ãåííûå ñåòè, èñïîëüçóþòñÿ ìåòî-
äû êà÷åñòâåííîé òåîðèè15,16,17 äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â Ãëàâå
3 èçó÷àþòñÿ äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ ãëàäêèìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè, äëÿ
êîòîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ëèíåàðèçàöèè â îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíîé
òî÷êè, à òàêæå âñïîìîãàòåëüíûå êðèòåðèè18,19 óñòîé÷èâîñòè õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû ßêîáè. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ î ïî-
âåäåíèè òðàåêòîðèè â îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè, ïðèâåäåííûå â
Ãëàâå 3, îñíîâàíû íà òåîðåìå Ãðîáìàíà � Õàðòìàíà. Â ñëó÷àå, êîãäà ñòà-
öèîíàðíàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, äàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò
ïîñòðîèòü èíâàðèàíòíóþ ïîâåðíîñòü äëÿ òðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêîé ñè-
ñòåìû. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ öèêëà äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,
îïèñàííûõ â Ãëàâå 3 íàñòîÿùåé ðàáîòû, îïèðàåòñÿ íà ðåçóëüòàòû20 â îá-
ëàñòè äèôôåðåíöèàëüíîé òîïîëîãèè, â ÷àñòíîñòè, íà òåîðåìó Áðàóýðà î
íåïîäâèæíîé òî÷êå.

Êëàññè÷åñêèå òåîðåìû î ïîâåäåíèè òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè ñòàöè-
îíàðíîé òî÷êè íå ïðèìåíèìû â ñëó÷àå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ðàçðûâ-
íûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè, êàê â Ãëàâàõ 1 è 2, ïîñêîëüêó ñèñòåìû òàêîãî
âèäà íå èìåþò òî÷åê ïîêîÿ. Â äàííîì ñëó÷àå àâòîðîì áûë ïðèìåíåí
ìåòîä äèñêðåòèçàöèè èíâàðèàíòíîé îáëàñòè, êîòîðûé áûë ïðåäëîæåí
â ñòàòüå C. Ãàñòèíãñà, Äæ. Òàéñîíà è Ä. Âåáñòåðà6, à òàêæå â ðàáîòå
Ë. Ãëàññà è Äæ. Ïàñòåðíàêà5 è äàëåå ðàçâèò À. À. Àêèíüøèíûì, Þ.

15Ãðîáìàí Ä.Ì. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ îêðåñòíîñòåé îñîáîé òî÷êè â n-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå // Ìàòåì. ñáîðíèê (íîâàÿ ñåðèÿ), 1962. � Ò. 56(98), � 1. � Ñ.
77 � 94.

16Êàòîê À. Á., Õàññåëüáëàò Á. Ââåäåíèå â ñîâðåìåííóþ òåîðèþ äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì / Ïåð. ñ àíãë. À. Êîíîíåíêî. � Ì.:Èçä-âî "Ôàêòîðèàë�, 1999. � 768 ñ.

17Õàðòìàí Ô. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ì.: Ìèð, 1970.
18Âûøíåãðàäñêèé È. À. Î ðåãóëÿòîðàõ ïðÿìîãî äåéñòâèÿ // Òåîðèÿ àâòîìàòè÷å-

ñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ (ëèíåàðèçîâàííûå çàäà÷è). Ì.: ÀÍ ÑÑÑÐ, 1949. � Ñ. 41 � 79.
19Ïîñòíèêîâ Ì. Ì. Óñòîé÷èâûå ìíîãî÷ëåíû. � Ì.: Íàóêà, 1981.
20Ïåòðîâñêèé È.Ã. Ëåêöèè ïî òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé. � Ì.: ÌÃÓ, 1984.
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À. Ãàéäîâûì, Ì. Â. Êàçàíöåâûì è Â. Ï. Ãîëóáÿòíèêîâûì11,21,22,23. Äàí-
íûé ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçáèåíèè èíâàðèàíòíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà íà
ïîäîáëàñòè, ñîñòîÿùèå èç áîëåå ìåëêèõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ. Êàæäàÿ ïîä-
îáëàñòü ñîäåðæèò ïàðàëëåëåïèïåäû îäèíàêîâîé âàëåíòíîñòè, ò.å. ÷èñëà
ãðàíåé, ÷åðåç êîòîðûå òðàåêòîðèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ìîãóò ïåðåéòè
â ñîñåäíèå ïàðàëëåëåïèïåäû (áëîêè). Â áëîêàõ òàêîãî ðàçáèåíèÿ ìîæ-
íî íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû, äîîïðåäåëèâ åãî íà ïëîñêîñòÿõ ðàçðûâà ïî
íåïðåðûâíîñòè, ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå â ÿâíîì âèäå è èññëå-
äîâàòü åãî ñâîéñòâà. Êðîìå òîãî, ðàçáèåíèå èíâàðèàíòíîé îáëàñòè íà
ïîäîáëàñòè ïîçâîëÿåò òî÷íåå ëîêàëèçîâàòü öèêëû â ôàçîâûõ ïîðòðåòàõ
ñèñòåì áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé. Äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñàííûõ â
Ãëàâå 3, ìåòîä äèñêðåòèçàöèè òàêæå ïðèìåíÿåòñÿ ñ öåëüþ ëîêàëèçàöèè
öèêëîâ.

Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå Ãëàâû 2 ïîñòðîåíà òðàåêòîðèÿ êóñî÷íî-
ëèíåéíîé øåñòèìåðíîé ñèñòåìû ñî ñòóïåí÷àòûìè ôóíêöèÿìè ṁi =
Li(pi−1) − mi, ṗi = Γi(mi) − pi, i = 1, 2, 3, ó êîòîðîé êîýôôèöèåíòû,
îòâå÷àþùèå çà ñêîðîñòè ðàçëîæåíèÿ âåùåñòâ, ðàâíû åäèíèöå. Çäåñü è
äàëåå ñèñòåìó òàêîãî âèäà áóäåì íàçûâàòü áåçðàçìåðíîé. Îïèñàíèå õà-
ðàêòåðà ôàçîâîãî ïîðòðåòà äàííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû îñíîâàíî íà
èññëåäîâàíèè àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñäâèãîâ òî÷åê âäîëü òðàåêòîðèè
ñèñòåìû è ïðèìåíåíèè òåîðåìû Ôðîáåíèóñà � Ïåððîíà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ðàíåå â ðàáîòå Ë. Ãëàññà è Äæ. Ïàñòåðíàêà5 èçó-
÷àëèñü áåçðàçìåðíûå òðåõìåðíûå è ÷åòûðåõìåðíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòå-
ìû, ìîäåëèðóþùèå ãåííûå ñåòè. Â òàêèõ ìîäåëÿõ êîýôôèöèåíòû, ñîîò-
âåòñòâóþùèå ñêîðîñòÿì ðàçëîæåíèÿ âåùåñòâ â ðåàêöèÿõ, ðàâíû åäèíè-
öå. Òðàåêòîðèè ðàññìîòðåííûõ ñèñòåì èìåëè êóñî÷íî-ëèíåéíûé âèä. Â
íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ìîäåëè ãåííûõ ñåòåé, ó êîòîðûõ ñêîðîñòè
ñèíòåçà è ðàçëîæåíèÿ ðàçëè÷íû.

Â äèññåðòàöèè ïðîäîëæàåòñÿ èññëåäîâàíèå øåñòèìåðíûõ ìîäåëåé
ãåííûõ ñåòåé ñ òðåìÿ ïîëîæèòåëüíûìè è òðåìÿ îòðèöàòåëüíûìè ðåãó-

21Ãàéäîâ Þ. À., Ãîëóáÿòíèêîâ Â. Ï. Î íåêîòîðûõ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåìàõ, ìîäåëèðóþùèõ íåñèììåòðè÷íûå ãåííûå ñåòè // Ñèá. æóðí. ÷èñò. è ïðèêë.
ìàòåì., 2007. � Ò. 7, � 2. � Ñ. 19 � 27.

22Êàçàíöåâ Ì.Â. Î íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ ãðàôîâ äîìåíîâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì //
Ñèá. æóðí. èíäóñòð. ìàòåì., 2015. � Ò.18, �4. � Ñ.42�48.

23Àêèíüøèí À. À., Ãîëóáÿòíèêîâ Â. Ï., Ãîëóáÿòíèêîâ È. Â. Î íåêîòîðûõ ìíîãîìåð-
íûõ ìîäåëÿõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ãåííûõ ñåòåé // Ñèá. æóðí. èíäóñòð. ìàòåì., 2013.
� Ò. 16, � 1. � Ñ. 3�9.
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ëÿòîðíûìè ñâÿçÿìè. Èçíà÷àëüíî òàêàÿ ìîäåëü èñêóññòâåííîé ãåííîé ñå-
òè áûëà ïðåäëîæåíà â ðàáîòå Ì. Åëîâèöà è Ñ. Ëåéáëåðà7 ñ ãëàäêèìè
ïðàâûìè ÷àñòÿìè, ãäå ïîëîæèòåëüíûå ðåãóëÿòîðíûå ñâÿçè âûðàæåíû
ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè. Êðîìå òîãî, äàííàÿ ìîäåëü ðàññìàòðèâàëàñü â
ñèììåòðè÷íîì îòíîñèòåëüíî öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè ïàð ïåðåìåííûõ
(m1, p1) → (m2, p2) → (m3, p3) → (m1, p1) → . . . ñëó÷àå. Â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå áûëî èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé äâóõ ïîäîáíûõ íåñèììåò-
ðè÷íûõ ñèñòåì, îäíà èç êîòîðûõ èìååò ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè â ïðàâûõ
÷àñòÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåãóëÿòîðíûì ñâÿçÿì, à â äðóãîé ìîäåëè ïðà-
âûå ÷àñòè � ãëàäêèå, à ñêîðîñòè ðàçëîæåíèÿ âåùåñòâ â ðåàêöèè îïèñàíû
íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè. Â ñòóïåí÷àòîì ñëó÷àå èññëåäîâàíû âîïðîñû
ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè öèêëîâ.

Äëÿ øåñòèìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ôîðìàëèçîâàí àëãîðèòì
ïîèñêà áëîêîâ ìèíèìàëüíîé è ìàêñèìàëüíîé âàëåíòíîñòè, êîòîðûé ìî-
æåò áûòü ðàñïðîñòðàíåí íà ñèñòåìû á�îëüøèõ ðàçìåðíîñòåé.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ öèêëà äëÿ òðåõìåð-
íîé ìîäåëè ãåííîé ñåòè ñî ñòóïåí÷àòûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè.

2. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è
óñòîé÷èâîñòè öèêëà â èíâàðèàíòíîé ïîäîáëàñòè äëÿ ÷åòûðåõìåð-
íîé ìîäåëè ãåííîé ñåòè ñ îòðèöàòåëüíîé è òðåìÿ ïîëîæèòåëüíûìè
ðåãóëÿòîðíûìè ñâÿçÿìè, âûðàæåííûìè ñòóïåí÷àòûìè ôóíêöèÿìè.

3. Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòíûõ îáëàñòåé äëÿ äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðîâåäåíî ïîñòðîåíèå èíâàðèàíòíîé ïîäîáëàñòè
äëÿ øåñòèìåðíîé ìîäåëè ãåííîé ñåòè ñ ïîëîæèòåëüíûìè è îòðèöà-
òåëüíûìè ðåãóëÿòîðíûìè ñâÿçÿìè.

4. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è
óñòîé÷èâîñòè öèêëà äëÿ øåñòèìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñî
ñòóïåí÷àòûìè óáûâàþùèìè è âîçðàñòàþùèìè ôóíêöèÿìè â ïðà-
âûõ ÷àñòÿõ.

5. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé øåñòèìåðíîé äèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìû ñî ñòóïåí÷àòûìè ôóíêöèÿìè â íåèíâàðèàíòíîé
ïîäîáëàñòè â áåçðàçìåðíîì ñëó÷àå. Íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòî-
ðûõ â äàííîé ïîäîáëàñòè ðàññìàòðèâàåìàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
íå èìååò öèêëîâ.
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6. Äëÿ ìîäåëè òðåõêîìïîíåíòíîé ãåííîé ñåòè ñ îòðèöàòåëüíûìè ñâÿ-
çÿìè è äëÿ ìîäåëè øåñòèêîìïîíåíòíîé ãåííîé ñåòè ñ òðåìÿ ïî-
ëîæèòåëüíûìè è òðåìÿ îòðèöàòåëüíûìè ñâÿçÿìè, âûðàæåííûìè
ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè, ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ â èíâàðè-
àíòíîé îáëàñòè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà è ñó-
ùåñòâóåò öèêë.

7. Ïîñòðîåíû äâóìåðíûå èíâàðèàíòíûå ïîâåðõíîñòè â èíâàðèàíòíûõ
ïîäîáëàñòÿõ äëÿ òðåõìåðíîé è øåñòèìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
ñ ãëàäêèìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Íàñòîÿùàÿ
ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî
ðàñïðîñòðàíèòü íà ñèñòåìû á�îëüøèõ ðàçìåðíîñòåé ñî ñõîäíîé ñòðóêòó-
ðîé è ìîíîòîííûìè ôóíêöèÿìè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ, îïèñûâàþùèìè ðåãó-
ëÿòîðíûå ñâÿçè. Ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â Ãëàâå 3, ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ
ïðè ÷èñëåííîì èññëåäîâàíèè ãëàäêèõ ìîäåëåé ãåííûõ ñåòåé, íàïðèìåð,
äëÿ ïîèñêà áèôóðêàöèîííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, êàê â [8]. Ðàçðàáîòàí-
íûå ìåòîäû è ïîäõîäû áûëè èñïîëüçîâàíû ñîàâòîðàìè ïðè èññëåäîâàíèè
ðÿäà ïðèðîäíûõ ãåííûõ ñåòåé. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå À. À. Àêèíüøèíà,
Í. Á. Àþïîâîé, Â. Ï. Ãîëóáÿòíèêîâà, Í. Å. Êèðèëëîâîé, Ïîäêîëîäíîé
Î. À. è Ïîäêîëîäíîãî Í. Ë.24 ðàññìîòðåíà øåñòèìåðíàÿ ìîäåëü öèðêàä-
íîãî îñöèëëÿòîðà, èìåþùåãî íåêîëüöåâóþ ñòðóêòóðó ñ íåìîíîòîííûìè
ðåãóëÿòîðíûìè ñâÿçÿìè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû âõîäèëè â îò÷åòû ïî
ãðàíòàì ÐÔÔÈ � 18-01-00057 è ÐÍÔ � 23-21-00019.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû, ïðåä-
ñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè, äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñåìèíàðå
¾Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè¿ â Íîâîñèáèðñêîì ãîñóäàðñòâåí-
íîì óíèâåðñèòåòå (ðóêîâîäèòåëè: ïðîôåññîð Â. Ï. Ãîëóáÿòíèêîâ, äîöåíò
Ý. À. Áèáåðäîðô, 2019 � 2024 ãã.), ¾Îáðàòíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè¿ (ðóêîâîäèòåëè: ä. ô. - ì. í. Ì. Â. Íåùàäèì, ä. ô. - ì. í. Ä. Ñ. Àíè-
êîíîâ), ¾Èçáðàííûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà¿ (ðóêîâîäèòåëü:
ä. ô. -ì. í., ïðîô. Ã. Â. Äåìèäåíêî), ¾Èíôîðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíûå
òåõíîëîãèè¿ (ðóêîâîäèòåëè: ä. ô. -ì. í. Ñ.Á. Ìåäâåäåâ, ä. ô. -ì. í., ïðîô.
Â.Ì. Êîâåíÿ, ä. ò.í., ïðîô. Â.Á Áàðàõíèí), ¾Ïðèêëàäíàÿ ãèäðîäèíàìè-

24Akinshhin A. A., Ayupova N. B., Golubyatnikov V. P., Kirillova N. E., Podkolodnaya
O. A., and Podkolodnyy N. L. On a numerical model of a circadian oscillator // Numerical
analysis and applications, 2022. � V. 15, � 3. � P. 187 � 196.
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êà¿ (ðóêîâîäèòåëü: ÷ë. � êîðð. ÐÀÍ Â. Â. Ïóõíà÷åâ), à òàêæå íà 15
êîíôåðåíöèÿõ:

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Äíè ãåîìåòðèè â Íîâîñèáèðñêå �
2018¿, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñè-
áèðñê, 19 � 22 ñåíòÿáðÿ 2018 ã.;

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ¿, Èíñòèòóò
ìàòåìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê, 2018, 2020
è 2023 ãã.;

� XV Ìåæäóíàðîäíàÿ ìîëîäåæíàÿ íàó÷íàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ
¾Òåîðèÿ è ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ îáðàòíûõ è íåêîððåêòíûõ
çàäà÷¿, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, Ìàòå-
ìàòè÷åñêèé öåíòð â Àêàäåìãîðîäêå, Íîâîñèáèðñê, 30 îêòÿáðÿ � 6
íîÿáðÿ 2023 ã.;

� Ðîññèéñêî-êèòàéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå è ðàç-
íîñòíûå óðàâíåíèÿ¿, Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, Ìàòåìàòè÷å-
ñêèé öåíòð â Àêàäåìãîðîäêå, Íîâîñèáèðñê, 2 � 6 íîÿáðÿ 2023 ã.;

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå è êîìïüþòåð-
íîå ìîäåëèðîâàíèå¿, Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Îìñê,
2019, 2020, 2021 è 2023 ãã.

� 12th, 13th, 14th International Multiconference ¾Bioinformatics of
Genome Regulation and Structure/Systems Biology¿ � BGRS/SB,
ÔÈÖ ¾Èíñòèòóò öèòîëîãèè è ãåíåòèêè¿, Íîâîñèáèðñê, 2020, 2022,
2024 ã.;

� Êîíôåðåíöèÿ ¾Æåíùèíû â ìàòåìàòèêå¿, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè
èì. Ñ. Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê, 6 èþíÿ 2022 ã.;

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíè-
ÿì è äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì, Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À.
Ñòåêëîâà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê, Ìàòåìàòè÷åñêèé öåíòð ìè-
ðîâîãî óðîâíÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À. Ñòåêëîâà Ðîñ-
ñèéñêîé àêàäåìèè íàóê¿ (ÌÖÌÓ ÌÈÀÍ), Âëàäèìèðñêèé ãîñóäàð-
ñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. À.Ã. è Í.Ã. Ñòîëåòîâûõ, Ìîñêîâñêèé ãî-
ñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà è Ìîñêîâñêèé
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Öåíòð ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ñóçäàëü, 28
èþíÿ � 4 èþëÿ 2024 ã.

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 16
ðàáîòàõ, èç êîòîðûõ 8 ñòàòåé îïóáëèêîâàíî â èçäàíèÿõ, âêëþ÷åííûõ â
ïåðå÷åíü æóðíàëîâ, ðåêîìåíäóåìûõ ÂÀÊ, è ñîñòîÿùèõ â áàçàõ Scopus è
Web of Science.

Ðàáîòû [2, 3, 5, 10, 11] îïóáëèêîâàíû â ñîàâòîðñòâå ñ íàó÷íûì ðó-
êîâîäèòåëåì Â. Ï. Ãîëóáÿòíèêîâûì, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà
çàäà÷è è îáùåå ðóêîâîäñòâî. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì è âñïîìîãàòåëüíûõ
ëåìì, ïðèâåäåííûå â óêàçàííûõ íàó÷íûõ ñòàòüÿõ, ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòîì
ñîâìåñòíîé ðàáîòû, â êîòîðóþ àâòîð äèññåðòàöèè âíåñ ïðèíöèïèàëüíûé
âêëàä.

Â ïóáëèêàöèè [9] àâòîðó ïðèíàäëåæèò îïèñàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ïî-
ñòàíîâêè çàäà÷è äëÿ ìîäåëè ãåííûõ ñåòåé ñ ðàçðûâíûìè ôóíêöèÿìè è
ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìà äëÿ øåñòèìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòå-
ìû, à îïèñàíèå àëãîðèòìà è ïðèìåð åãî èñïîëüçîâàíèÿ äëÿ äåñÿòèìåðíîé
ñèñòåìû ñ ãëàäêèìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè � ñîàâòîðó.

Â ðàáîòå [6] àâòîðîì è Â. Ï. Ãîëóáÿòíèêîâûì áûëî îïèñàíî ïîñòðî-
åíèå èíâàðèàíòíûõ ïîâåðõíîñòåé äëÿ ÷åòûðåõìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ñè-
ñòåìû ñî ñòóïåí÷àòûìè ôóíêöèÿìè. Â ñòàòüå [12] àâòîðó äèññåðòàöèè
ïðèíàäëåæèò èññëåäîâàíèå ñòðàòèôèêàöèé è ñëîåíèé â ñëó÷àå øåñòè-
ìåðíîé áëî÷íî-ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû òèïà Åëîâèöà � Ëåéáëå-
ðà. Ñðåäè ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â ïóáëèêàöèè [1], àâòîðîì áûëè
ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ öèêëà ñîâìåñòíî ñ Â. Ï.
Ãîëóáÿòíèêîâûì.

Ðàáîòà [8] ñîäåðæàëà âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, êîòîðîûå áû-
ëè ïðîâåäåíû ñîàâòîðàìè, èëëþñòðèðóþùèå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû,
ïîëó÷åííûå àâòîðîì äèññåðòàöèè.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïè-
ñîê ñîäåðæèò 60 íàèìåíîâàíèé, â òîì ÷èñëå ïóáëèêàöèè àâòîðà ïî òåìå
äèññåðòàöèè. Îáùèé îáúåì ñîñòàâëÿåò 72 ñòðàíèöû, âêëþ÷àåò 4 ðèñóíêà.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Ââåäåíèå ñîñòîèò èç îáçîðà ëèòåðàòóðû è îïèñàíèÿ ñîâðåìåííîãî ñîñòî-
ÿíèÿ èññëåäóåìîé îáëàñòè ìàòåìàòèêè, òàêæå âî Ââåäåíèè ïðèâåäåíû
îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïî òåìå äèññåðòàöèè.
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Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé äâóõ äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé ñî ñòóïåí÷àòûìè ôóíêöèÿìè â
ïðàâûõ ÷àñòÿõ. Â ðàçäåëå 1.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåõìåðíàÿ äèíàìè÷å-
ñêàÿ ñèñòåìà âèäà

dxi
dt

= Li(xi−1)− kixi, i = 1, 2, 3, i− 1 := 3 ïðè i = 1, (1)

ãäå xi îáîçíà÷àþò êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ, ó÷àñòâóþùèõ â ðåàêöèè. Âñå Li
ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùèìè ñòóïåí÷àòûìè ôóíêöèÿìè, à èìåííî:

Li(xi−1) =

{
aiki > 0 ïðè 0 ⩽ xi−1 ⩽ 1;

0 ïðè xi−1 > 1.
(2)

Ëåììà 1.1 Ïàðàëëåëåïèïåä Q3 = [0, a1] × [0, a2] × [0, a3] ÿâëÿåòñÿ
èíâàðèàíòíûì äëÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (1).

Èíâàðèàíòíûé ïàðàëëåëåïèïåä Q3 ðàçáèâàåòñÿ íà 8 áëîêîâ ãèïåð-
ïëîñêîñòÿìè {xi = 1}.

Îïðåäåëåíèå 1.1 Âàëåíòíîñòüþ n-ìåðíîãî áëîêà B íàçûâàåòñÿ
÷èñëî åãî (n− 1)-ìåðíûõ ãðàíåé, ÷åðåç êîòîðûå òðàåêòîðèè äèíàìè÷å-
ñêîé ñèñòåìû ìîãóò ïåðåõîäèòü èç B â ñîñåäíèå ñ íèì áëîêè.

Â äàííîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé, ïðîõîäÿùèõ ïî áëî-
êàì âàëåíòíîñòè îäèí ñîãëàñíî ñòðåëêàì äèàãðàììû

{101} F0−−−→ {001} F1−−−→ {011}

F5

x F2

y
{100} F4←−−− {110} F3←−−− {010}

(3)

Â ñëó÷àå òðåõìåðíîé ñèñòåìû (1) òàêèõ áëîêîâ øåñòü. Â êàæäîì áëîêå
ðàçáèåíèÿ ñèñòåìà (1) � ëèíåéíàÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ðå-
øåíèÿ øåñòè çàäà÷ Êîøè ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè íà ïëîñêîñòÿõ xi = 1
íàõîäÿòñÿ â ÿâíîì âèäå è ñîñòàâëÿþò ôîðìóëû øåñòè ïåðåõîäîâ òðàåêòî-
ðèè ïî îäíîâàëåíòíûì áëîêàì. Êîìïîçèöèÿ òàêèõ ïåðåõîäîâ íàçûâàåòñÿ
îòîáðàæåíèåì Ïóàíêàðå.

Èç ìîíîòîííîñòè îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ñëåäóåò òåîðåìà î ñóùåñòâî-
âàíèè öèêëà.

Òåîðåìà 1.1 Åñëè âñå ai > 1, òî ó ñèñòåìû (1) ñóùåñòâóåò öèêë,
ïðîõîäÿùèé ïî áëîêàì ñîãëàñíî ñòðåëêàì äèàãðàììû (3).
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Â ðàçäåëå 1.2 èçó÷àåòñÿ ÷åòûðåõìåðíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

dy1
dt

= L1(y4)− k1y1;
dyj
dt

= Γj(yj−1)− ljyj, j = 2, 3, 4, (4)

c îäíîé îòðèöàòåëüíîé è òðåìÿ ïîëîæèòåëüíûìè ðåãóëÿòîðíûìè ñâÿçÿ-
ìè, êîòîðûå â óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû âûðàæåíû ñòóïåí÷àòûìè ôóíêöèÿìè
L1, îïðåäåëåííîé ñîîòíîøåíèåì (2), è

Γj(yj−1) =

{
0, ïðè 0 ⩽ yj−1 ⩽ 1;

bjlj > 0, ïðè yj−1 > 1.
(5)

Äëÿ ýòîé ñèñòåìû ïîñòðîåíà äèàãðàììà

{1111} F0={y1=1}−−−−−−→ {0111} F1={y2=1}−−−−−−→ {0011}

F7={y4=1}
x F2={y3=1}

y
{1110} {0001}

F6={y3=1}
x F3={y4=1}

y
{1100} F5={y2=1}←−−−−−− {1000} F4={y1=1}←−−−−−− {0000}

(6)

ïåðåõîäîâ òðàåêòîðèè ïî áëîêàì ðàçáèåíèÿ â èíâàðèàíòíîé ïîäîáëàñòè,
ñîñòîÿùåé èç âîñüìè îäíîâàëåíòíûõ áëîêîâ. Êàê è â ðàçäåëå 1.1, ôîðìó-
ëû ïåðåõîäîâ òðàåêòîðèè ïî áëîêàì ïîëó÷åíû â ÿâíîì âèäå â ðåçóëüòàòå
ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè íà ãðàíÿõ, ïî êîòîðûì ïå-
ðåñåêàþòñÿ áëîêè.

Â äàííîì ðàçäåëå äîêàçàíû âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ î ìîíî-
òîííîñòè è âûïóêëîñòè íîðìàëèçîâàííîãî îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå Φ =
L−1 ◦ Φ̃ ◦ L : K3 → K3.

Óòâåðæäåíèå 1.1 a) Âñå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå êîîðäèíàòíûõ ôóíê-
öèé φj îòîáðàæåíèÿ Φ = (φ1, φ2, φ3) ïîëîæèòåëüíû, âòîðûå ïðîèçâîä-
íûå îòðèöàòåëüíû;

b) Îòîáðàæåíèå Φ èíúåêòèâíî, åãî ÿêîáèàí detJ(Φ) ñòðîãî ïîëî-
æèòåëåí â êàæäîé òî÷êå åäèíè÷íîãî êóáà K3;

c)
dφj(u1, u2, u3)

duj

∣∣∣∣
O

> 1.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàçäåëà 1.2 ÿâëÿåòñÿ
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Òåîðåìà 1.2 Ïðè a1 > 1, bj > 1, j = 2, 3, 4, èíâàðèàíòíàÿ ïîä-
îáëàñòü ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû (4) ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäèí
öèêë C, ïðîõîäÿùèé ïî áëîêàì ñîãëàñíî còðåëêàì äèàãðàììû (6). Îòîá-
ðàæåíèå Ïóàíêàðå Φ̃ : F0 → F0 (èëè Φ : K3 → K3) èìååò åäèíñòâåííóþ
íåòðèâèàëüíóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Â Ãëàâå 2 èçó÷àåòñÿ øåñòèìåðíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

dmi

dt
= Li(pi−1)− kimi;

dpi
dt

= Γi(mi)− lipi, i = 1, 2, 3, i− 1 := 3 ïðè i = 1,

(7)
îïèñûâàþùàÿ ãåííóþ ñåòü ñ òðåìÿ îòðèöàòåëüíûìè è òðåìÿ ïîëîæè-
òåëüíûìè ðåãóëÿòîðíûìè ñâÿçÿìè. Ðàçäåë 2.2 ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ

ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà Q6 =
3∏
i=1

[0, ai] × [0, bi] è

åãî ðàçáèåíèþ íà ïîäîáëàñòè, ñîñòîÿùèå èç áîëåå ìåëêèõ ïàðàëëåëåïè-
ïåäîâ (áëîêîâ). Â äàííîì ðàçäåëå òàêæå îïèñàí àëãîðèòì ïîèñêà áëîêîâ
ìèíèìàëüíîé âàëåíòíîñòè, ðàâíîé åäèíèöå, è ìàêñèìàëüíîé âàëåíòíî-
ñòè, ðàâíîé ïÿòè, à òàêæå ïîñòðîåíû äèàãðàììû ïåðåõîäîâ òðàåêòîðèè
ïî áëîêàì â ïîäîáëàñòè, ñîñòîÿùåé èç îäíîâàëåíòíûõ áëîêîâ, è â ïîä-
îáëàñòè èç ïÿòèâàëåíòíûõ áëîêîâ. Â ðàçäåëàõ 2.3 è 2.4 èññëåäóþòñÿ
âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè öèêëà â îáúåäè-
íåíèè W1 12 îäíîâàëåíòíûõ áëîêîâ. Â ÿâíîì âèäå ïîëó÷åíû ôîðìóëû
ïåðåõîäîâ òðàåêòîðèè äàííîé ñèñòåìû ïî áëîêàì âàëåíòíîñòè îäèí ñî-
ãëàñíî ñòðåëêàì äèàãðàììû

. . .→ {110011} → {010011} → {000011} → {001011} →

→ {001111} → {001101} → {001100} → {101100} → {111100} → (8)

→ {110100} → {110000} → {110010} → {110011} → . . .

Â ðàçäåëå 2.3 ïîêàçàíî, ÷òî êîìïîçèöèÿ Φ : F0 → F0 12 ñäâèãîâ òî÷åê
íà÷àëüíîé ãðàíè F0 = {110011}∩{010011} âäîëü òðàåêòîðèè ñèñòåìû (7)
ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé, è íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ýòà êîìïîçèöèÿ
èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó.
Òåîðåìà 2.1. Åñëè âñå aj, bj > 1, òî ó ñèñòåìû (7) ñóùåñòâóåò öèêë,
êîòîðûé ïåðåõîäèò èç áëîêà â áëîê ñîãëàñíî ñòðåëêàì äèàãðàììû (8).

Â ðàçäåëå 2.4 äîêàçàíî, ÷òî íîðìàëèçîâàííîå îòîáðàæåíèå Ïóàíêà-
ðå Ψ = L ◦ Φ ◦ L−1 : K5 → K5 ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì è âûïóêëûì, èç
÷åãî ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü öèêëà â èíâàðèàíòíîé ïîä-
îáëàñòè W1.
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Óòâåðæäåíèå 2.1. à) Äëÿ âñåõ òî÷åê u ∈ K5, îòëè÷íûõ îò
íà÷àëà êîîðäèíàò O, è êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé ψj îòîáðàæåíèÿ
Ψ = (ψ1, ψ2, ψ3, ψ4, ψ5), âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà 0 < ψj(u) < 1, è
ψj(0, 0, 0, 0, 0, 0) = 0. Çäåñü è äàëåå j = 1, 5.

á) Îòîáðàæåíèå Ψ èíúåêòèâíî, åãî ÿêîáèàí J(Ψ) ñòðîãî ïîëîæè-
òåëåí âî âñåõ òî÷êàõ K5.

â) Ïåðâûå ïðîèçâîäíûå êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé ψj ñòðîãî ïîëîæè-
òåëüíû. Â íà÷àëå êîîðäèíàò ∂ψk

∂uk
> 1, k = 1, 2. Âñå èõ âòîðûå ïðîèçâîä-

íûå ñòðîãî îòðèöàòåëüíû.
Îòñþäà ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü öèêëà C.
Òåîðåìà 2.2. Åñëè aj, bj > 1, öèêë C ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì è óñòîé-
÷èâûì â îáëàñòè W1.
Â ðàçäåëå 2.5 ðàññìàòðèâàåòñÿ áåçðàçìåðíûé ñëó÷àé øåñòèìåðíîé äè-
íàìè÷åñêîé ñèñòåìû (7), ò.å. âñå êîýôôèöèåíòû ki, li â ïðàâûõ ÷àñòÿõ,
îòâå÷àþùèå çà ñêîðîñòè ðàçëîæåíèÿ âåùåñòâ, ðàâíû åäèíèöå. Ïîêàçà-
íî, ÷òî â íåèíâàðèàíòíîé ïîäîáëàñòè, ñîäåðæàùåé áëîêè ìàêñèìàëüíîé
âàëåíòíîñòè, òðàåêòîðèè òàêîé ñèñòåìû, ïðîõîäÿùèå ïî áëîêà â íàïðàâ-
ëåíèè, îïðåäåëåííîì ñòðåëêàìè äèàãðàììû

. . .→ {111001} → {011001} → {011000} → {011010} →

→ {011110} → {010110} → {000110} → {100110} → {100111} → (9)

→ {100101} → {100001} → {101001} → {111001} → . . .

êóñî÷íî-ëèíåéíû. Íàéäåíû óñëîâèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ, îòâå÷àþùèõ çà ñêî-
ðîñòè ñèíòåçà, ïðè êîòîðûõ äàííàÿ ïîäîáëàñòü íå ñîäåðæèò öèêëîâ.
Òåîðåìà 2.3. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé:
à) b3 ⩾ b1 ⩾ b2 > 1, á) b1 ⩾ b2 ⩾ b3 > 1, â) b2 ⩾ b3 ⩾ b1 > 1,
è ïðè ýòîì âñå aj > 1, òî òðàåêòîðèè òî÷åê èç Σ ⊂ W5 ïî ñïèðàëè
ïðèòÿãèâàþòñÿ ê íà÷àëó ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Â Ãëàâå 3 èçó÷àþòñÿ òðåõìåðíàÿ

dx1
dt

= L1(x3)−Γ1(x1);
dx2
dt

= L2(x1)−Γ2(x2);
dx3
dt

= L3(x2)−Γ3(x3), (10)

è øåñòèìåðíàÿ ìîäåëü ãåííûõ ñåòåé

dxj
dt

= Lj(yj−1)− Γj(xj);
dyj
dt

= Gj(xj)− γj(yj), j = 1, 2, 3, (11)
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â êîòîðûõ âåùåñòâà âçàèìîäåéñòâóþò ïî òîìó æå ïðèíöèïó, ÷òî è â Ãëà-
âàõ 1 è 2. Â äàííûõ ìîäåëÿõ ïðîöåññû ñèíòåçà è ðàçëîæåíèÿ âåùåñòâ â
áèîõèìè÷åñêîé ðåàêöèè îïèñàíû íåëèíåéíûìè ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè Lj,
Gj è Γj, γj ñîîòâåòñòâåííî â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì
ïîñòðîåíû èíâàðèàíòíûå ïàðàëëåëåïèïåäû, êàê â Ãëàâàõ 1 è 2, ïîêàçà-
íà åäèíñòâåííîñòü ñòàöèîíàðíîé òî÷êè è íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ
â îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè äàííûå ñèñòåìû èìåþò öèêëû.
Òåîðåìà 3.1. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ supΓj ⩾ maxLj = Lj(0) è
(p1 + p2 + p3)(p1p2 + p1p3 + p2p3) < p1p2p3 + q1q2q3, òî ó ñèñòåìû (10) ñó-
ùåñòâóåò öèêë C3, êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ â èíâàðèàíòíîé îáëàñòè Q3

è ïðîõîäèò ñîãëàñíî äèàãðàììå (3).
Òåîðåìà 3.2. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ sup

xj

Γj(xj) ⩾ max
yj−1

Lj = Lj(0);

sup
yj

γj ⩾ sup
xj

Gj è k1, k2, k3, l1, l2, l3 ≫ p1, p2, p3, q1, q2, q3, òî ó ñèñòåìû (11)

ñóùåñòâóåò öèêë C6, ïðîõîäÿùèé ïî áëîêàì äèàãðàììû (8).
Â ðàçäåëàõ 3.1 è 3.2 òàêæå îïèñàíî ïîñòðîåíèå äâóìåðíûõ èíâàðè-
àíòíûõ ïîâåðõíîñòåé, îáðàçîâàííûõ òðàåêòîðèÿìè ðàññìàòðèâàåìûõ ñè-
ñòåì.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è (íå)åäèíñòâåííîñòè öèêëîâ ó íåëèíåéíûõ äè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì, à òàêæå âîïðîñû âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ öèêëîâ
äëÿ äâóìåðíûõ ñèñòåì ñ ïîëèíîìèàëüíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè ñîñòàâëÿ-
þò 16-þ ïðîáëåìó Ãèëüáåðòà25. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷åíû âîïðîñû
ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè öèêëîâ è èõ ëîêàëèçà-
öèè äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì êèíåòè÷åñêîãî òèïà ñ ðàçðûâíûìè ïðàâû-
ìè ÷àñòÿìè, à òàêæå èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè
ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê è îïèñàíî ïîñòðîåíèå èíâàðèàíòíûõ ïîâåðõíîñòåé
äëÿ ãëàäêèõ äèíàìè÷åêèõ ñèñòåì ñ íåëèíåéíîé äåãðàäàöèåé. Â äàííîé
ðàáîòå áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. Íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ öèêëà äëÿ òðåõìåð-
íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñî ñòóïåí÷àòûìè ôóíêöèÿìè â ïðàâûõ
÷àñòÿõ.

25Ilyashenko Yu. Centennial history of Hilbert's 16th problem // Bull. Amer. Math.
Soc. (N. S.), 2002. � V. 39, � 3. � P. 301 � 354.
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2. Äëÿ ÷åòûðåõìåðíîé è øåñòèìåðíîé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñî ñòó-
ïåí÷àòûìè ôóíêöèÿìè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé ïîëó÷åíû äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè
öèêëîâ â èíâàðèàíòíûõ îáëàñòÿõ. Ïîêàçàíî, ÷òî â íåèíâàðèàíòíîé
ïîäîáëàñòè øåñòèìåðíàÿ ñèñòåìà íå èìååò öèêëîâ.

3. Îïèñàíà êîìáèíàòîðíàÿ ñòðóêòóðà ôàçîâîãî ïîðòðåòà äëÿ íåñèì-
ìåòðè÷íîãî àíàëîãà ñèñòåìû Åëîâèöà � Ëåéáëåðà è ðàçðàáîòàí àë-
ãîðèòì ïîñòðîåíèÿ áëîêà ìèíèìàëüíîé è ìàêñèìàëüíîé âàëåíòíî-
ñòè.

4. Íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ öèêëà â îêðåñòíî-
ñòè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè äëÿ øåñòèìåðíîé è òðåõìåðíîé ñèñòåìû ñ
ãëàäêèìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè.

5. Äëÿ ñèñòåì, ðàññìîòðåííûõ â Ãëàâå 3, ïîñòðîåíû èíâàðèàíòíûå
ïîâåðõíîñòè.

Ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå íàïðàâëåíèÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé:

1. Èçó÷åíèå âîïðîñîâ ñóùåñòâîâàíèÿ è (íå)åäèíñòâåííîñòè öèêëîâ ó
ñèñòåì ñ ìíîãîñòóïåí÷àòûìè26 ðàçðûâíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè.

2. Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé âíå îêðåñòíîñòè òî÷åê ïîêîÿ
è âûÿâëåíèå �ñêðûòûõ àòòðàêòîðîâ� â ñëó÷àå ãëàäêèõ äèíàìè÷å-
ñêèõ ñèñòåì ñ íåëèíåéíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè. Ñêðûòûå àòòðàê-
òîðû ìîæíî âûÿâèòü, íàïðèìåð, â ðàìêàõ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ
ýêñïåðèìåíòîâ27, èëè ñ ïîìîùüþ êà÷åñòâåííîé òåîðèè28 äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé.

3. Ïðîâåäåíèå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïîèñê áèôóðêàöèîííûõ çíà-
÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ïîñòðîåíèå èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ è èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íî-
ìó ðóêîâîäèòåëþ Ãîëóáÿòíèêîâó Â.Ï. çà ïîñòàíîâêó èíòåðåñíûõ çàäà÷,
öåííûå çàìå÷àíèÿ è ïîääåðæêó.

26Tchuraev R.N., Ratner V.À. A continuous approach with threshold characteristics for
simulation of gene expression. In: Molecular Genetic Information Systems. Modelling and
Simulation. Ed. K.Bellman. 1983. Berlin: Verlag. P. 64�80.

27Dudkowski D., Prasad A., Kapitaniak T. Perpetual points and hidden attractors in
dynamical systems // Phys. Lett. A, 2015. � V. 370, � 40 � 41. � P. 2591 � 2596.

28Ïëèññ Â. À. Íåëîêàëüíûå ïðîáëåìû òåîðèè êîëåáàíèé. � Ì.: Íàóêà, 1964.
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