
0T9MB ot~1Ut&Ho~o OMOH9HTa o pa60'1'8 

I'pa:>RBaJnt~ JlKJtHM Anexc~oaHlt Ha 'l'eMY 

«AH8.JIH11'M119CX&fl Teopm1 l.\MpXYlUUt'l'HIIX rpatoa M ee 

npKnOdRWI X XOM(SMH&'l'OpHOMY a.H&nMSY», 

npe~cTuneHHOH Ha COMCX&HMe y,.t8HOM CTeneHM 

x~aTa tMSMXO-MA'1'8MATJ.A8CXHX Hayx no 

cne~am,HOC'l'M 1.1.1. - ae~C'l'BeHHMH, XOMnJI8JCCHJ.IH 

M tlYH~OHAn&JGIH a.HaJIMS 

Pa6oTa nocBRmeHa M3y4eHMIO cneKTpa nv1cKpeTHoro onepaTopa nannaca, 

a TaKJKe nepeqv1cnv1TeJibHbIM 3anaYaM B Teopv1v1 rpa~oB. Bonee T04HO, 

paccMaTpJ.1Ba10TCR TaK Ha3bIBaeMbre UMPKYJlRHTHbie rpaq>bl v1 W1PKYJIRHTHbie 

pacc.noeHJ.1.s:1, J.1 .IlJlR HMX Bbl4v1CJ1ReTCR ( v1 oueHv1BaeTCR acv1MnTOTv14eCKv1) 

KOJ1J.14eCTBO KOpHeBblX OCTOBHblX JieCOB. 

f½cKpeTHbll1 nannacv1aH .IlJIR rpaq>a npencTaan>reT co6oM MaTpv1uy, 

npencTaBnRJOmYJO co6oM pa3HOCTb nv1aro~anb~OM MaTpJ.1~bl cTeneHeM Bepwv1H v1 

Ma TPJ.1Ubl CMe!<HOCTJ.1 rpaq>a. OH RBJlReTc.s:t. ecTeCTBeHHbIM aHanoroM 06bitrnoro . 
onepaTopa nannaca B cnyqae nv1cKpeTHOM peIIIeTKJ.1. 

B pa6oTe paccMaTpv1BaeTCR CeMeMCTBO rpaq>OB' Ha3bIBaeMbIX 

UJ.1PKYJlRHTHbIMJ.1. Uv1pKyJ1RHTHbie rpaq>bl Ha Uv1KJie ,uJ1J.1Hbl n 3ana10TCR Ha6opoM 

'Y:J.1Cen S1, ... , sk, 0603Ha4aIOmMX «nJI½Hb! CKa4KOB». PaccMaTpv1BaeTCR TaK)Ke 

6onee IIIJ.1pOKJ.1M KJiaCC rpaq>OB - TaK Ha3blBaeMbre «Uv1PKYJ1RHTHbie paccnoeHJ.1R»' 

nonyqaeMble v13 npm13BOJibHoro rpaq>a pacnono?KeHJ.1eM ·npov13BOJibHoro 

UJ..1PKYJ1RHTHOro rpaqia C q>v1KCJ.1pOBaHHbIM 4v1CJIOM BepIII½H Han Ka)KnOM ero 

Bepm1-1HoM J.1 yKa3aHv1eM cnoco6a coenv1He~v1,q aepIIIv1H rpa<t>a Me)Kny co6oM. 

B nepBOM I'JiaBe v13yqaeTCR 4v1CJ10 KOpHeBblX OCTOBHblX JieCOB B 

UMPKYJIRHTHbIX rpaqiax nocpencTBOM J.13y4eHJ.1R c~eKTpa onepaTopa nannaca. B 

naparpaqie 2 sTopoi rnaBhI J.1ccnenyeTCR cnyqai, Korna cTeneHb aepmv1Hbl 

Het.1eTHciR. B TeopeMe 1. 1. npJ.1BOnJ.1TCR RBHaR q>OpMyJia nnR Bbl4J.1CJieHv1H 

KOJU1t.1eCTBa KOpHeBbIX OCTOBHblX JieCOB npOJ.13BOJibHOI'O UMPKYJIRHTHOI'O rpaqia 

B TepMJ.1HaX MHOI'04JieHa qe6bIIIIeBa nepBOI'O pona. 

KpoMe RBHbIX q)OpMyJI, Bbl4J.1CJIRIOm½X KOJIJ.1t.IeCTBO JieCOB, npvrneneHbl 

TaK:>Ke aCJ.1MITTOTJ.1KJ.1 KOJiv14eCTBa OCTOBHbIX JieCOB npJ.1 q>v1KCJ.1pOBaHHblX .UJiv1Hax 

CKa4KOB J.1 3Ha4eHJ.1v1 n, CTpeMRmeMCR K 6eCKOHet.IHOCTJ.1. 

B naparpaqie 2 rnaabr 2 noKa3bIBalOTCR attanorMt.IHbre TeopeMbr .nn.s:i rpaqioa 

C qeTHO½ CTeneHblO Bepwv1H. 

HaKOHeu, naparpaq) 3 nOCBRmeH J.13yt.1eHJ.1IO KOJIJ.1t.IeCTBa OCTOBHbIX rpaq>OB 

B uv1pKyJIRHTHblX paccnoeHJ.1RX. 

Отзыв официального оппонента о работе 
Грюнвальд Лилии Александровны на тему 
«Аналитическая теория циркулянтных графов и ее 
приложения к комбинаторному анализу», 

представленной на соискание ‘ученой степени 
кандидата физико-математических наук по 

специальности 1.1.1. - вещественный, комплексный 

и функциональный анализ 

Работа посвящена изучению спектра дискретного оператора Лапласа, 
а также перечислительным задачам в теории графов. Более точно, 
рассматриваются так называемые циркулянтные графы и циркулянтные 
расслоения, и для них вычисляется (и оценивается асимптотически) 
количество корневых остовных лесов. 

| 

Лискретный лапласиан для графа представляет собой матрицу, 
представляющую собой разность диагональной матрицы степеней вершин и 

матрицы смежности графа. Он является. естественным аналогом обычного 

оператора Лапласа в случае дискретной решетки. | 

В работе рассматривается семейство графов, называемых 

циркулянтными. Циркулянтные графы на цикле длины п задаются набором 

чисел $51,..,зк, обозначающих «длины скачков». Рассматривается также 

более широкий класс графов - так называемые «циркулянтные расслоения», 

получаемые из произвольного графа расположением ‘произвольного 

циркулянтного графа с фиксированным числом вершин над каждой его 

вершиной и указанием способа соединения вершин графа между собой. 

В первой главе изучается число корневых остовных лесов в 

циркулянтных графах посредством изучения спектра оператора Лапласа. В 

параграфе 2 второй главы исследуется случай, когда степень вершины 

нечетная. В теореме 1.1. приводится явная формула для вычисления 

количества корневых остовных лесов произвольного циркулянтного графа 

в терминах многочлена Чебышёва первого рода. 

Кроме явных формул, вычисляющих количество лесов, приведены 

также асимптотики количества остовных лесов при фиксированных длинах 

скачков и значении п, стремящемся к бесконечности. 

В параграфе 2 главы 2 доказываются аналогичные теоремы для графов 

с четной степенью вершин. 

Наконец, параграф 3 посвящен изучению количества остовных графов 

в циркулянтных расслоениях.



HenocTaTKOM nv1ccepTaUMM ABJlRe~CR TO, 4TO aBTOp He YKa3a.J1 RBHO, 

p.160-r non:, .. Jc;:Lt c:: nTopor.1 

caMOCTOATe.JlbHO. 

vlMelOTCA TaKJKe 3aMet4aHv1 A 110 TepM1-1HOJI0111,rn. 

HanpMMep, CJ10B0 «paccnoeHv1e» RBJIReTCH CTaHnapTHbIM TOrIOJION14eCKti!M 

TepMJ.1HOM, a ero ynoTpe6J1eHv1e BO BBe.neHvrn Bb!I'JIR.U~T CTpaHHbIM. 

HeMHOI'O CTpaHH0t1 Bb1I'Jll1,D.MT HYMepauirn TeopeM: CH a 4aJ"Ja ti!JlYT TeopeMbl 

1.1., 2.1., 3.1, l1 nvtmb nocne Hv1x TeopeMa 1.2. 

OcTaJibHhle 3aMe4aHMH, B OCHOBHOM, npencTaB.JlRJOT co60½ Me.JlKIAe 

onet:IaTKM (Hanpl1Mep, CJ10B0 «neCTHvtUa» BO BBenem·rn HamtcaHO oe3 6yKBbI 

«T»). 

Pa6oTa npen,cTaBJrneT cymecTBeHHbU1 vtHTepec, pe3yJlbTaTbI ,tBJlRJOTCR 

HOBbIMl-1 11 aKTya.JlbHbIMJ,1. BaJKHO OTMeTvtTb pa3H006pa3vte MeTO.UOB, npv1MeHeHHbIX 

.D.JI.A nonyY:eHMR OCHOBHblX pe3yJibTaTOB. Pe3yJibTaTbI MOI'YT 661Tb v1Cf10JTb30BaHbI 

B pa3nMY:HhlX o6nacTAX HayKvt. ~11ccepTauv1.s:i xopowo nponyMaHa v1 Hanv1caHa. 

0CHOBH· :e TeopeMbl CHa6JKeHbl llOJlHblM½ AOKa3aTeJibCTBaMv1. ITpv1seneHO 

llOCTaT04HOe KOJIM4eCTBO npvtMepos. Pe3yJibTaThl csoespeMeHHO nonozeHhl Ha 

Hayt:!:HblX CeMJ.1Hapax vt KOH<l>epeHUl-1RX, llOJl)KHbIM o6pa30M ony6m-1KOBaHbl. 
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самостоятельно. 

Имеются также замечания по терминологии. 

Например, слово «расслоение» является стандартным топологическим 

термином, а его употребление во введении выглядит странным. 

Немного странной выглядит нумерация теорем: сначала идут теоремы 

1.1., 2.1., 3,1, и лишь после них теорема 1.2. 

Остальные замечания, в основном, представляют собой мелкие 

опечатки (например, Слово «лестница» во введении написано без буквы 

«т»). 

Работа представляет существенный интерес, результаты являются 

новыми и актуальными. Важно отметить разнообразие методов, примененных 

для получения основных результатов. Результаты могут быть использованы 

в различных областях науки. Диссертация хорошо продумана и написана. 

Основне теоремы снабжены полными доказательствами. Приведено 

достаточное количество примеров. Результаты своевременно доложены на 

научных семинарах и конференциях, должным образом опубликованы. 

Считаю, что диссертация удовлетворяет всем | требованиям 

«Положения |) присуждении ученых степеней», утвержденного 

Постановлением Правительства РФ М.842 от 24 сентября 2013 года, 

предъявляемым к кандидатским диссертациям, а ее автор, Грюнвальд Л.А., 

заслуживает присуждения искомой ученой степени. 

д.ф.—м.н., профессор кафедрь. 
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